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1. 


Sur la theorie des fonetions homogenes ä deux 
indeterminees. 





Premier memoire. 
(Par M. Charles Hermite, a Paris.) 








Une. proposition elementaire et fondamentale dans la theorie arithme- 
tique des formes, consiste en ce que, pour un degre donne, et pour un 
nombre donne d’indeterminees, toutes les formes ä coefficients entiers qui 
possedent les m&mes invarzants sont reductibles a un nombre fini de classes 
distinctes. Ce theoreme a ete demontre par Lagrange et Gauss pour les 
formes quadraliques a deux et a Zro:s indeterminees; je l’ai elendu ensuite 
aux formes quadratiques generales, et a toutes celles qui sont decomposables 
en facteurs lineaires; ainsi il parait bien vrai dans toute sa generalite. Mais 
pour arriver a l’etablir de cette sorte, il faudrait resoudre dans toute leur 
etendue, les problemes suivants, aussi beaux que difficiles. N 

Le premier qui apparlient a lalyebre, consiste a obtenir la notion 
complete de ces fonctions rationnelles entieres des coefficients, nommees In- 
vaoriants par Mr. Sylvester, dans le sens primitivement attribue par Mr. G@auss 
au moi de Determinaunt. 

Le second qui est du ressort de larzthmetique, consiste a decouvrir 
par quelles substitutions a coefficients entiers on peut Iransformer une forme 
donnee, en une autre dont les coefficients aient des limites, fonctions seule- 
ments des znvarzants. Enfin il faut une methode propre a donner le systeme 
complet des formes reduites, representant la totalite des classes distinctes 
pour des valeurs assignees a priori aux invariants. 

En me bornant ä la consideration des formes a deux indeterminees, 
jai presente un premier essai sur ces questions dans mon Memoire sur l’in- 





troduction des variables continues dans la theorie des nombres. Le principe 


dont j’ai fait usage, fait resulter de la m&äme analyse, la notion des invariants 

et la theorie arithmetique de la reduction. Mais des le cinquieme degre, 

l’application de ma methode devient si compliquee, que les resultats generaux 

ne se trouvaient etablis qu’a titre de possibilite, et il restait a decouvrir une 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LI. Heft. 1 











2 I. Hermite, sur les fonctions homogenes. 


methode numeriquement applicable. C’est ce qui a et& l’objet de mes re- 
cherches assidues depuis plusieurs anndes, et j’espere y @tre enfin parvenu, 
mais pour le cas seulement des formes de degrös zmpairs. Une difference 
profonde se manifestie en eflet, dans la nature analytique des formes binaires, 
suivanl que le degre est un nombre paer ou @mpair. ÜCes dernieres me 
semblent plus faciles a traiter; j’ai trouve qu’elles jouissent (sauf une exception, 
celle des formes cubiques) de cette propriete arithmetique generale, que pour 
un systeme donne de valeurs des invarianis, les formes des diverses classes 
sont transformables les unes dans les autres par des substitutions lineaires au 
determinant un, mais a coellicients fractionnaires; c’est A dire, en adoptant 
la nolion proposee par Mr. Kisenstein, que les diverses classes qui ont les 
m&mes invarianls, ne forment qu’un genre. Les formes de degres pwers, 
m’ont presente de plus grandes diffieultes, que des longtemps je ne puis esperer 
de vainere. Mais j’ai remarque que le cas des formes brquadraliques se 
dislinguait d’une maniere loute parliculiere, comme le cas des formes cubiques, 
par rapport aux autres formes de degres impairs. Aussi me suis-je propose 
d’en faire une &lude speciale, dans ce me&moire, en developpant ä leur egard 
les principes fondes sur l’introduction de variables continues, que j’ai pre- 
cedemment expose (Tome 41 de ce journal). J’offrirai ensuite avec plus 
d’etendue et plus de developpement, la nouvelle theorie dont j’ai donne une 
idee sommaire dans le Journal de Math. de Cambridge et Dublin (Sur la 
theorie des fonctions homogenes ä deux indetermindes, Cambridge an Dublin 
Mathematical Journal, 1854), et qui m’a conduit aux resultats que je viens 
d’annoncer sur les formes de degres impairs. 


Premiere partie. 
Theorie algebrique des formes biquadratiques. 
I. 
Sur les invariants et covariants des formes biquadratiques. 
Je ferai usage dans ces recherches, de la notation qu’employe Mr. 
Cayley pour representer d’une maniere abrögee les formes a deux indeter- 
minees. Elle consiste a poser: 


m.m—1 el  m.m—1 a nuE 
ax” + mba”"y-- RT RER ca’y”--mb'ry” a 


u EB, a’) (x, Y)”; 


m 
Y 








et son prineipal avantage est d’indiquer commodement les operations relatives 
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aux substitutions lineaires. Par OR si la transformee 


- Ic Xr-27 Far \ + m.m— io X? yr- 
1. ? | 


-. X Y"""14Y" 


AX”" 1 mBX"-'Y- 





a ete obtenue en faisant: 

—=aÄ--ßBY, y=yÄ-+6oY, 
on ecrira: 
(a,d,e,..b,e, a) ( eX--PY,yX-+0Y)" —=(4,B,0,...C',B', A')\X, Ey” 


Cela pose, soit f = (a,b, c,b', a), y)' Vexpression generale d’une 


»7- 


lorme biquadratique, les deux fonclions 
:—aa' —4bb" 3,  j— aca' + 2beb' — ab" — ab’ — c’ 
dont la decouverte appartient a Mr. Cayley, sont les invariants fondamenlaux 
de f. Elies jouissent de cette propriete, qu’en supposant: 
(a,b, c,a', db, c')(ax +Py,yc-+ dy — — (4,B,C,B', 4'\(x,y)', 
les fonctions semblables 
I—= A4'—4BB'-3C’, J—= ACA--2BCB' — AB’— 4P— C, 


verifieront les &galites 





I=iad— Pr, J=jled — Pr). 

De plus, elles sont bien des invariants fondamentaux; car Mr. Sylvester a de- 
montre que loute fonction raltionnelle et entiere de a, b, e, db’, ad, qui se 
reproduit, multipliee ig une puissance du determinant «d — y, lorsqu’on y 
remplace a, b, ec, b', «', par A, B, C, B', A’, est n@cessairement une fonction 
entiere de 2 et j. je pense pouvoir renvoyer pour les demonstrations de ces 
proposition imporiantes aux travaux des savanis geometres que je viens de 
citer, et arriver immediatement a la notion des covariants de la forme bryqua- 
dratique. 

Et d’abord je —. qu’ on nomme covarzant d’une forme de degre 
queleconque: f= (a,b,c,...c,b', a '\(w, y)”, toute autre forme p(a,b,c,..;x,Y) 
dont les coefficients nie Ani rationnelles et entieres de «a, b, e, Free et 
qui jouit de la propriete qu’exprime l’equation 

(ad — By)" .pla,b,c,..; ac-+Py,ye+ödy) = 9(4,B,C,...;2,y):; 
les quantites A, B, etc. elant toujours celles qui donnent: 


(a,b, c,...c',b, a‘) (ax +-Py,y2e+0dy)”" = (4,B,G, (5 I". 
1* 
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Telle est par exemple, relativement ä toute forme f, la forme 


( d’f = Pf df, 
dx dy dx? dy*’ 








comme l’a demontre sous un point de vue plus general Mr. Hesse. Dans la 
theorie speciale des formes biquadratiques, le covariant ainsi obtenu joue un 
röle important; nous le designerons par g, en posant: 


ne 


dx dy 








— (65 — ac, be — ab’, 3e — 2bb' — aa’, be — ab, b" — a'c')(z,y)". 


De feet g on tire la notion d’un nouveau covariant du 6° degre, que je de- 
finirai ainsi: 


df df 
Lara 
Be dy dg 
de’ dy 








En faisant: 
h=(p, 9, 7,5, r,g; p')(z; Y), 
on aura ces valeurs: 
p= ab’ —3abe +, Gy —= aa + 2abb' — Yac’ + 6b’c, 
p = — a” b+3ab ce — 2”, Gy — — aa — 2a'b'b  Ia'c — 66” c, 
3r —= + aba’ — 3ach' —- 20V, 
ar! — — a'b’a-+3a'cb—2b"b, 2 — ab’ — ab”. 
ll exisie entre f, g, A, et les invarianis 2, j, une relation remarquable 
et importante. savoir: 
A) A®-ifgf? — MR. 
Mr. Cayley qui m’a communique cette relation que j’avais aussi obtenue de 
mon cöle, en a tire une methode ingenieuse et tres originale pour la reso- 
lution de l’equation du 4”° degre. Comme cette resolution est un point es- 
sentiel de la theorie algebrique des formes biquadratiques, je vais la presenter 
sous le point de vue qui m’est propre, et y rattacher la demonstration de 
l’equation (A.). 


II. 


Resolution de l’equation du 4° degre. 


Soit, en decomposant en les facteurs lineaires la forme proposee: 


(a,b,c,b', a) (x, y* = a(2—ay)(2e — Py)(@e—yy)(©—0(y). 
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La reduite du 3° degre s’obtient comme on sait, en considerant la fonction 
resolvante 
= ala +P—y—0) 
dont il faut calculer le carre. Or on peut mettre 2° sous celte forme: 
Ir — a a By+a + N +HB- HR +G— N 
+ 4a (as) P— + NP N 
d’ou, en posant 
— Zalle— I) —y)+(a—y)(P— 0) 
et evaluant en fonction des coefficients, la somme des carres des differences 
des racines: 
2? — 16{b’ — ac- ad). 
Cette quantit&E # que nous avons introduite, depend, comme on le sail 
d’avance, d’une equalion du 3° degre, qui aurait pour racines: 
9, = Talea — dB —Y+te—y)B— N, 
(B) 19, = Tsafa— Pd —Y)+e@— N) — PA}; 
64, = ale —I)y— P)+ la —P)y— ON}. 
Or ceite equation s’obtient tres facilement par la remarque suivante. Posons: 
(a,b,c,b', a')(mx --uy, n2-+vy'—=(4,B,C,B', A) (x, y)‘ 
= A(#—ay)(e—by)(2— ey)(@—dy), 


| 


on aura ces valeurs pour le coefficient A, et les racines de la transformee. 











savoir: 
A = a(m— an) (m — Pn)(m— yn)(m — On), 
> ER! „au... A EN lie 
a Fe m — Pn’ 2 m—yn? .ı— m—ön’ 


d’ou on conclura: 
A(a—d)(b — c) = (my — nu)’.a(@«—d)(P—y), 
Ala— c)(b—d) = (mv — nu).a(P —y)(P— 0), 
A(a—b)(ce — d) = (mv — nu)’ .a(e — P)(y— 0). 


Ces relations montrent que les quantites # se reproduisent dans toutes 
les transformees, multipliees par le determinant de la substitution; ainsi les 
coefficients de l’equation dont elles dependent, sont des invariants de la forme 
proposee. Ces coefficients sont d’ailleurs des fonctions entieres de a, b, c, b', a’; 
donc d’apres la proposition de Mr. Sylvester, ils s’expriment ä fonction entiere 
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des quanlites ? et j. L’equation cherchee est ainsi de la forme suivante: 
#--00--0j —= (0; 

o et o etant numeriques. En ellfet, le coefficient de #° doit &tre nul, puisqu’il 

n’existe pas d’invariants de premier degre, et les deux aulres ne peuvent etre 

que proporlionnels respeclivement ä 2 et,j, qui sont les seuls invariants du 

second et du troisieme degre. Pour trouver g et 0, considerons un cas particulier, 

p. ex. celui de la forme (1,0,—1.0,0)\x,y)*; on a alors: ö—3, j=1; 


,=—1, d,—=4, d,—=4, et par suite Pidentite: (d— 4)"(9-+1)= #"+ 300-0, 
deu: o=—4. o=-+4. L’equation en 9 est done generalement 


46 —- 4-57 —= 0. 
Le diseriminant de la forme proposee se ramene immediatement au discri- 
minant de cette equation en 9, car on tire des relations (B.): 
9, — 9, = +ule —-y)P— Ö), 4, —6,—= ua — 9,(P — Y)» 
9, — 4, = tala— PP) —yY) 


‚ 
done: 


b 


— 9,0 — 0 — = — (a) (a—y) (ad) (P-YY(P—I(y—d) 


> 1# 


3 


27). 


l 
a 
Cette expression si imporlante, se presente ainsi immediatement sous 
la forme remarquable que lui a donnee Mr. Cayley. Dans le cas ou elle est 
negatve, deux des racines de la forme biquadratique sont imaginaires, et les 
deux autres reelles. Mais si elle est poszföve, elles peuvent eire toutes reelles, 
ou toutes imaginaires. 
En general, le produit des carres des differences des racines d’une 
equation du degre quelconque, est positif ou negatif suivant que le nombre 





des racines imaginaires de cette equation est =0 ou =2Mod.4. La condition 
necessaire et suflisante pour que le premier cas ait lieu, consiste en ce que les 
trois valeurs distlinetes du carre de la fonction resolvante, c. a d. les trois 
quantites 5’ — ac-+ua0,, b’— ac-- ad,, b’— ac--ad, soient positives. Or leur 
somme est 3. d’—.ac), la somme de leurs produits deux a deux est 3(b’—ac)’— 42a’, 
et nous prouverons plus loin que leur produit est un carre; donc pour qu’elles 
soient positives, il suflit d’ecrire: 
b’— ac>d0, 12(6° — ac)’ — ia >. 


L’on obtient ainsi sous la forme la plus simple, et independamment du 


theoreme de Mr. Sturm, les conditions de realite des racines de l’equation 
generale du 4° degre. 
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Ill. 


Relation entre les formes, f, 9, A; et consequences de celte relation dans la theorie 
des fonctions elliptiques. 


L’equation remarquable qui existe entre la forme proposce f el ses 

deux covarianis g et A, savoir: 
(A) AN, 

peut &tre obtenue par plusieurs methodes. Celle que nous employons la ral- 
tachera a ce fait bien connu, et qui nous reste A elablir que le produit des 
trois valeurs distinetes du carre de la fonetion r&solvante, qui aura l’expression 
4b’ — ac + ad,)(b’— ac--ad,)(b’— ac -- ad,) = 4 (W’— ac)’ —ia’ (b’— ac) — ja, 
est un carre parfait. 

Partons pour cela de l’identite suivante: 

(a, b,c,b, a)(x — by,ay)' 

— (a,0, — a(b’ — ac), a(a’b' — 3ahe -- 2b’, ia’ — 3a(b’ — ac) )(2, Y)'. 
ou le second membre est une transformee par une substitulion au delermi- 
nant «a, de la forme proposee. Il en resulte pour linvariant .J de celte trans- 
formee, la valeur: J=ja’. Or en calculant directement J, on trouve: 


J —= a’[4(b’ — ac)’ — ia’ (b’ — ac) — (a’b' — Babe -- 2b’) \, 





et en @galant cette expression a ja’, il vient: 
4(b’ — ac)’ — ia’ (b’— ac) —ja —= (ab — 3abe 1-24) ; 
ce qui demontre la proposition annoncee. 
L’equation (A.) s’en deduit de la maniere suivante. Posons 
(a,b,c,b', a) (ma -uy,ne-+-vy) = (4,B,C,B', A)(«, yY)°. 


m et n etant des quanlites arbitraires, et u ei v etant telles que le deter- 


minant de la substitution est mv» —nu 1. Relativement ä la transformee 
ainsi obtenue, nous aurons: 


4(B’— ACC)’ —:4:(B®— AO) —jA’ —= (AB — 3ABC--2B’): 
car les invarianis 2 et j seront restes les m&mes. J’ajoule que les quantites 
A, B—-AC, 2B'—3ABC-2B°, deviendront respectivement: f, 9, A, 
en y meltant mn et n au lieu de x et y, de sorte que nous tomberons pre- 
cisement sur la relation a demontrer. 





Soit en ellet p(a,d,c,b',a’;x,y) l’une quelconque des formes f, 9, A; 
nous aurons, comme il a ete dit ($.1.), la relation caracteristique pour les 
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covariants: 
(mv — nu)" y(a,b,c,b, d;mxc-—uy,nc-+vy) = (A,B,C,B',A',; x,y), 
ou seulement: 

p(a,b,c,b,a,mc--uy,ne+vy) = (4,B,C,B', A';ı,y), 
puisque le determinant de la substitution est U’unefe, Faisons dans cette iden- 
title 21, y=0, le second membre se reduira au coeflicient de la puissance 
la plus elevee de x, c. a d. en supposant successivement =f, y, h, aux 
quantitis A, B’— AC, AB’ —3ABC-—-2B’. Or dans les memes circon- 
stances le premier membre represente les formes f, 9, A, l’orsqu’on y met 
les quantites arbitraires »n et n, au lieu des indeterminees x et y; ainsi que 
nous voulions le demonirer. 

La relation 

u Eu 

trouve une application immediate ä la theorie des fonctions elliptigues. Mettons 


(di = Fir 


en divisant par f? et extrayanl la racine carrde des deux membres. Con- 


la sous la forme: 


siderons ensuite. l’indeterminee z comme une variable independante, et faisons 
9, ’ 





y—=1; il suit du prineipe algebrique de Jacobi pour la transformation des 
integrales elliptiques que la substitution rationnelle 

2.29 ._. (ac, be— ab’, 3e— bb’ — aa’, W’e—a'b, W’— ae) (x,1)* 

ar f G (a,b, c,b', a’) (x, 1)' 


donnera: 








dz ı/f. da 
if BEP N = ; 
y(4z’— iz —j) Y((a,b, c,b', a')(x,1)') 
J 


’ 
F dz Wie f dz | b2 
— - sera ramenee ala suivante: — : desienant la con- 
3 3 ‚® 
v(42’—i2—)) v(oez#’—z—1) 


M cetani une constante. Mettons encore 2% au lieu de 3, l’integrale 








.2 


4 * [ [4 » . [4 [3 Li [4 hd 
stante —-. Ainsi nous avons la reduction de l’integrale elliptique la plus gene- 
! 
rale a une aulre plus simple oü n’entre qu’un seul parametre. Et l’on voit 


immediatement que toutes les integrales liees a la proposee / — D 
Y((a,b,e, u", a')(x,1)‘) 
mAtu 





par une substitution ıineaire quelconque: ar‘ 27, conduiront absolument 
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y° 
a la meme integrale reduite, le rapport sy conservanl la möme valeur, dans 


toutes ces transformees. 


Seconde partie. 


Theorie arithmetique des formes biquadratiques. 
I. 


De la forme quadratique sur laquelle repose la theorie de la reduction. 


Je considererai specialement dans ce qui va suivre les formes quadra- 
tiques reelles, ei je me propose d’exposer ä leur egard, l’application de la 
methode generale que j’ai donnee dans mon memoire sur l’introduction des 
variables continues dans la theorie des nombres. Cette application aurait dü 
trouver immediatement place a la suite de ce me@moire, mais alors je n’avais 
pu encore reussir a lever plusieurs difficultes dont la solution sera maintenant 
tres facile, en se fondant sur les resultats que j’ai donnes ici dans la premiere 
partie. Dans une autre occasion j’essayerai de trailer aussi les formes bayua- 
dratiques, qui ont des racines ?magina:rres, et qui me semblent devoir donner 
lieu a une etude interessante. 


Soit comme precedemment: 
f un (a, b, c, b', a)‘ L, y) Er. a(x en 0Y) (X ur PyY) (x ur Yy) (x ng öy); 


les racines . , 7 0, etant reelles. Le principe arithmelique de la theorie 
de la reduction, repose sur la consideration de la forme quadratique 


p—= Hr—ay’ + la — By? tl (a yy? +" (a —dy), 


oü les quantites £, ', €’, 2”, sont des variables reelles ei positives. Nom- 
mons 4 linvariant de cette forme, et S la substitulion a coeflicients entiers, 
propre a la reduire pour un systeme donne de valeurs des quantites . En 
effectuant dans f, cette substitution S, on aura une transformee: 

F = (4,B,C,B', 4'\(z,y), 


dont les coefficients verifieront les conditions suivantes: 











| 1 a’d? 1 ad? 1 a’d* 
! Fr 2 
(a) AA< 144 tom > BB < 144 trat? e< 144 10m? 
qu’on doit considerer en valeur absolue. Ces conditions que j’ai donnees 


dans le memoire preeite ($. V. 4°.), conduisent a considerer aitenlivement 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. Lil. Heft 1. 2 
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la fonction 
u a?’d? 
HAUFE 
et a rechercher les valeurs reelles et positives des variables /, pour lesquelles 
elle prend la plus petite valeur possible. J’ai etabli que ce minimum avait 
une valeur constante dans toutes les transformees &quivalentes a la forme 
proposee, ce qui m’a permis de la prendre comme definition de l’invariant 
de la forme biquadratique. J’ai demontre aussi que @ devenait un covariant 
de /, lorsqu’on y remplacerait /, !', etc. par les valeurs speciales qui four- 
nissent le minimum de T'. Ce sont ces diverses consequences de ma methode 
generale, que je vais developper seulement pour le cas particulier des formes 
biquadratiques. Je les ferai preceder de ces deux remarques. 
Premierement, aux inegalites 

AA<rHrT, BB<,uT, U<}}trT 

on peut joindre les suivantes: 


i 1 3 r 3 

AB <a TA < gr m}, 
qui se lirent de la m@me analyse, afın, par exemple, d’obtenir une limite pour 
le coefficient B, si l’on suppose B’=0; l’inegalite BB’<- 74; T ne pouvant 
plus alors @ire employee. On generalisera tres facilement cette remarque. 
qui est essentielle pour prouver qu’il n’existe qu’un nombre fini de formes f), 
dont les coefficients verifient un pareil systeme d’inegalites. Dans le cas 
present, il n’y a ä faire d’autre restriction, que de supposer qu’on n’ait jamais 
simultanement d=0. B=0, ou: A=0, B’—=0, c.ad. que la forme 
quadratigque n’a pas de racines doubles; comme on le voit aisement. Il est 
d’ailleurs inulile d’exclure le cas des racines commensurables, qui pourrait donner 


AoauA—0. 

La seconde observation qui me reste ä faire est. relative a cette ope- 
ration arithmelique de la r@eduction de la forme quadratique p, pour tous les 
sysiemes de valeurs des variables £, €, ’, €”, qui joue un röle essenliel 
dans ma methode. Divisons cette forme par le coefficient du premier terme, 
de sorte qu’elle devienne: &° — 2$ry--ny’, en posant: 


/ 
w 


ei + Bl Hr" +00 ET ELLE I 








Un 


IH +1" +" 2 n N tt’ +1" +" 


Au lieu des quantites #, on pourra faire varier 5 et n; alors, ce qui caracte- 
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risera, pour une forme donnee, l’operation dont nous nous occupons, est l’eien- 
due des valeurs que pourront recevoir ces nouvelles variables lorsque les 
quantites passeront par tous les etats de grandeur. Or la forme analytique 
de & et n, rappelle immediatement les expressions connues pour les coordonnees 
du point d’application de la resultante d’un systeme de forces paralleles. 
Considerons done sur un plan, quatre points A, B, EC, D, rapportes ä des 
axes rectangulaires, et ayant pour abscisses «, 9, Y, Ö et pour ordonnees 
a, 9, Y5 09°. Le quadrilatere ABCD sera inscriptible dans une pa- 
rabole, comme on le voit aisement, et par suite sera convexe. Si donc on 
applique aux divers sommets A, B, C, D, des forces paralleles et de meme 
sens, respectivement representees par #, ', #", €, le point d’application de 
leur resultante, sera situe dans son interieur, et y pourra occuper une position 
quelconque, suivant les valeurs des composantes. Les quanliles S et 7, repre- 
sentent donc les coordonnees d’un tel point; ce qui donne une image tres nette 
des divers etats de grandeur par lesquels elles devront passer, pour cor- 
respondre ä toutes les valeurs possibles que doivent prendre les quantites £, T', 
!", €", dans la forme 9. 


N. 


Determination du minimum de la fonction T. 


On trouve aisement pour l’invariant de la forme quadratique y, l’ex- 
pression 


41 —= Ü(a— PU yP HH" — IH (BY? Htl"(B— 0) 
- "U y— d)?, 
' dT AT AT dT 
Cela pose, formons les equations — 0, 7 —=0. m=% m 
on verra qu’elles se reduisent aux suivanles: 





==0: 


3,4 hut a, dA „dd a 
1, I= ’ Han det, 21 md—V; 21 mt. 


Maintenant prenons la somme de deux d’entre elles, et retranchons en la 


somme des deux autres. Il resultera de lä trois combinaisons lineaires distinctes, 
que voici: 


Ua — BY—U tl (y—0), U (a—y) — vB —0)°, U" (a—d)’ mn (By). 


Avant d’en ecrire les diverses solutions. faisons cette substitution: 
2 * 
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Fi : !— ug — r 
(@--Ala—y)la—d)?  —(B-e)P—r)(d—0) ’  Ar—ea)(y—Ayly— 0) ’ 


— ft 














"— h ’ 
(d—a)(d—Py(d—y) 
il viendra plus simplement: 


' nm_ın | r_'ım ı RE | 
terre EEE, 


Cela pose, comme nous avons seulement ä determiner les rapports 
des inconnues, prenons par exemple 7=1. On trouvera ces quatre systemes 
de valeurs: 


T —=-+1, T — +1, T — +41, T = +1, 
en ee 
—=-1, =J T T — —1, T — —1, 
"—-41, PELPFESRER 1 tt" — —1, T"— +1 


Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour #, C, t, €" 
des quantites poszlives, comme l’exige la question. Supposons ä cet elffet, 
que «&, P, y, © representent les racines de la forme biquadratique, rangees 
par ordre croissant de grandeur. Il est aise de voir que le premier systeme 
conduit seul a des solutions posztives et que les trois autres doivent ätre 
ecartes. Effectivement, si l’on fait pour un instant: 

2) = (— 0a) —P)e—Ne— 0), 
les quantites Z, auront alors pour valeurs: 
u 1 " 1 m 1 

Bn ; 0 San: öl ehr, 2 
et !’on sait bien qu’on obtient des resultats alternativement positifs et negalifs, 


en substituant dans la fonction derivee la serie constante des racines. Nous 
sommes done conduit ä cette expression remarquable de la forme quadratique %, 


22 ' 1 . 
que nous Ecrivons en inltroduisant le facteur —, savoir: 








PO Ei lee BE SEE a di 
a‘ x(e) £ (P) (9) x (6) 

et il nous reste a former son invariant /, afın d’obtenir la valeur minimum 

de la fonction T. 


Les quantites 5 et n, dont il a ete question pr&cedemment, representent 
pour cette forme @, les coordonnees du point d’intersection des diagonales 
du quadrilatere ABCD. 
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A cet effet, nous observerons qu’on a par une formule connue: 








(w— ey)’ , (ve—Py” | (e—yr)? nn _% 
x (@) 1 2 (£) T X(n) r 


d’ou resulte cette autre expression de g: 





—_ 2 Hay) | (em). 
schen; | x (@) % X () 


Or on en tire sans difficulte: 
4 (e—y)’ 


ara) 





On a d’ailleurs: 








1 
ut" — ag 
a’ (a) (Ay) 10)’ 
donc: 
a’d? 2 (Dr (0) 
= m = Mal N a’ 


et en supprimant les facteurs communs: T—= hin a (BP — 0)". 

Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes biqua- 
dratiques, comme coefficients de l’equation du troisieme degre qui determinerai 
T' en fonction de a, db, c, db’, a. Au fond c’est l’equation en #, que nous 
avons trouvee dans la premiere partie, en traitant la resolution algebrique 
de l’equation du 4° degre, qui se presente de nouveau. Nous avons en elfet 
trouve: 6, — 9, —= 4a(@a—y)(P— 0), done: T— 16°(9, — #,)’; ce qui peut 
s’exprimer en fonction entiere de la troisieme racine 6,. Les considerations 
suivantes vont nous conduire aux covariants g et A, de sorte que le systeme 
complet des elements analytiques de la theorie des formes biquadratiques, re- 
sultera naturellement des principes sur lesquels nous avons fonde la theorie 
arithmetique de la reduction. 


IH. 


Expression par les coefficients de f, de la forme quadratique g qui correspond 
au minimum de T. 


Nous allons d’abord verifier a posteriori que la forme 





(e—ey) _ (ey) |, (ey) ak N 





ud =) x (@) A 5 
qui correspond ainsi au minimum de T' est un covariant de f; comme nous 
le savons par la theorie generale. Soit ä cet eflet: 
(a,b, c,d, a) (mx -+ uy,ne-+vy)' 
— (4,B,C,B', 4'\(x,y) — A(z —ay)(2e—by)(e —ıy)(w—Ddy) 
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et $, la meme forme que p, par rapport a la transformee (A,B,C,B', A'\«, y)*. 
En posant: 
Ar) = (kr —a)z« —b)\(e— (2 —d) 
on aura: 
1 \(a— ar)” (2a — by)’ cy)” er (x —dy)?) 


ch — m { 


AN KH — Zn 1 Fe Xp) 











Or au moyen des valeurs donnees (1' partie II.) pour A,a.b.c,Dd, on 


trouvera immediatement 





























Met uy—a(nc--vy) = (m—an)(2 —ay), 
mc+uy— P(ne-vy) = (m— Pn)(2c— by), 
met uy—y(nce--vy) = (m—yn)(2— ıy), 
mr +uy—(d(nr--vy) = (m— dn)(2 —dy), 
ei: 
(m—an)’ | 1 1 
ala) AAN) (mr—nu)? ’ 
(m— An) 1 1 
ad(d) AAN) (mu—nu)’ 
(m—yn)’ __ 1 1 
ay(y) AA’) (mv—nu)’ ’ 
(m— on)” 1 1 
a0) AK) (mr—nu)’” 





d’ou resulte qu’on obtient P, en meltant dans 9, mr-uy, et 


(mv — nu)’ 
ne -—vy, au lieu de x et y. 

Cela pose, pour evaluer 9 au moyen des coefficients de f, nous obser- 
verons que la fonction resolvante 

a— A+y—d 

varie ou conserve sa valeur pour les mömes permutations des racines «, ß,y, 0, 
que la forme Y, de sorte que suivant l’expression de Lagrange on a ainsi 
deux fonctions semblables de ces racines. Or nous avons prec&demment obtenu 
(1'" partie II.) le carre de la fonction resolvante en fonction de la quantite ®, 
d’ou il suit que le carr& de Y s’exprimera rationnellement par les coeflicients 
de la forme proposee f, et ceite m&me quantite 4. Mais il importe de fixer 
avec precision celle des trois quantit6s que nous avons designees par 6,, 6, 6;, 
qui entrera ainsi dans l’expression de „°. Et d’abord les trois valeurs 
(a+-9—y— 0), (a+d—y—P), (a+y— P—0), s’expriment respective- 
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ment par 0,, @%, 9; c’est donc la racine 6, que nous aurons a employer, e! 
qu’il faut essayer de caracteriser, de maniere ä la faire reconnaitre sans 
ambiguite. 
Rappelons ä cet effet les relations: 
,—9, —=4tala—y)(P—0), 9—9,—=tala—I)(P —y 
9, — 9, = ta(a— P)(d —y). . 
Comme nous avons suppose les racines «, , y, d rangees par ordre croissanl 
de grandeur, on voilt qu’on aura: 
6, je 6, > 0, 6, Te 6, > 9 6, Er 6, ML V. 
si le coefficient @ est posilif, et s’il est negatif: 
9, —0,<d, 1,—09,<0, 6, — 0, >0; 
done dans les deux cas, #, est la racine moyenne, comprise entre les deux 
autres 4, et 6. 
Ce point important elabli, voici comment on obtiendra g. De la se- 
conde des expressions precedemment donnees, savoir: 
Li Moe ı arm) 
5 5; 





op wu 
on concluera aisement: 
= . (ala — 
a’ (@e— A)\(Ö— yY).(e— 0)(P— 7) 
a(aßy-- ayd — aßd EB EAHX 
2 
Ne 


0,—0,)0,—6)° ainsi la forme plus simple 








a(Pd — ay). 





est un 2nvarıant, comme 





Le facteur irrationnel 





egal a 


5 
—= (ala —P+y— 0), a(Pd — oy), alaßy + ayd— apd — Byd))(z,y, 
sera un covariant de f, aussi bien que 9. Or le carr&e de son premier 
terme s’obtient de suite par la formule 
a(a+y—P—J) —= 16(b’ — ac--aß6,). 
On en conclut le resultat suivant, auquel nous voulions parvenir. savoir: 
vw — 16(9+%f), 


f etant la forme proposee, et y le covariant dont nous avons donne la de- 
finition au commencement de ce memoire. En effet, on peut dire en general. 
que deux covariants d’une m&me forme, qui ont leurs premiers termes egaux. 
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sont par cela seul, necessairement identiques. Ü’est une consequence imme- 
diate de ce que nous avons etabli (1’* partie III.), en deduisant les fonctions 
f; 9 et h, seulement de leurs premiers termes a, b’ —ac, et ab’ — 3abe +2. 
Nous sommes ainsi ramenes par une voie nouvelle a la consideration du co- 
variant g, et aussi a la relation importante: 


a =AyHANgHergHef) =. 

Chacun des facteurs g+-4,f, 9-+%f; 9-+ 0f, se trouve Etre en effet, le carre 
d’une .forme quadratique analogue a w. (Cette propriete a ete aussi obtenue 
par Mr. Cayley, qui m’en a donne recemment communication; elle est le point 
de depart de la methode de resolution de l’equation generale du 4° degre, 
dont j’ai parle au commencement de ce memoire.) Ainsi leur produit est 
bien un carre parfait. En m&me temps, nous obtenons la decomposition en 
trois facteurs du second degre, du covariant A, d’oü l’on peut conclure la re- 
solution de l’equation A ==). 


IV. 
Des queslions arithmetiques dont les resullats precedents donnent la solution. 

Etant proposees deux formes biquadratiques f et f’, on pourra recon- 
naitre si elles sont equivalents, ou non, en calculant leurs transform&es reduites 
F' et F'. Pour obtenir ces transformees reduites, on formera l’equation en 6, 
qui sera la m@me pour feet f'; car on doit d’abord supposer ä ces deux 
formes les mämes znvarsunts. Cela fait, on choisira la racine moyenne de 
cette equalion en 9, et on en deduira les deux formes quadratiques y et w', 
en extrayant la racine carree des fonctions f+6g, f'+0y'. 

La reduite F' s’obtiendra en effectuant dans f, la substitution a coef- 
ficient entiers et au determinant un, propre a reduire w, et la reduite F#”, en 
effectuant dans f’, la substitution propre a reduire w'. Maintenant il suit de - 
notre theorie la condition necessaire et suffisante pour que f et f’ soient eyw- 
valentes ei que F' et F” soient ?dentiques. 

En second lieu, si l’on propose de calculer le systeme complet des 
formes reduites qui ont les m&emes 2nvariants ? et j, on deduit de la valeur 
minimum de 7, ci-dessus obtenue, savoir: T— 16°. (0, — 6,)”, ou 6, et 6, 
designent la plus grande et la plus petite racine de l’equation en #, la regle 
suivante: 


On calculera tous les systemes de nombres entiers A, B, C, B', A', 
qui verifient en valeur absolue les conditions: 
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44'< (4, —0), BB<()AM—06), U<$M—®.), 
AB” < (4), —0), AB’< (4), —®.). 

Ces systemes, en nombre evidemment fini, donneront autan!i de lormes 
F, FE', F", etc. On choisira les reduites destinees a representer de- 
finitivement les classes distinctes de m&mes invariants, en calculant les formes 
quadratiques Y(F'+6,@), y(F"-+0,@'), elc. et conservant seulement 
celles des formes F', F’, etc. auxquelles correspondront ainsi des formes 
quadraliques reduites, ou le coefficient moyen ne surpasse pas celui de x’, 
qui lui m&eme ne doit pas surpasser celui de y“. 

Dans une autre occasion,. j’espere pouvoir presenter des applications 


numeriques de celte theorie; je me bornerai maintenant a remarquer cette 


circonstance que pour les formes quadratiques ä facteurs reelles, l’invariant 7 
est essentiellement limite par la valeur donnee de :. Effectivement. comme le 
diseriminant °— 275° doit etre positif, il faut qu’on ait J? << z1,#; on peut donc 
dire que toutes les formes biquadratiques a racines reelles (a,b, c,b, a')(x, yr, 
pour lesquelles la fonction au’ — 4bb'-+3c” a une valeur donnee. sont re- 
ductibles a un nombre fini de classes distinctes. 


Paris. Juillet 1854. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft. 3 
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2. 


Sur la theorie des fonetions homogenes a deux 
ındeterminees. 


Second memoire. 


(Par M. Charles Hermite, ä Paris.) 





Dans mon premier memoire qui a eu pour principal objet l’etude des 
formes biquadratiques, j’ai eu soin de considerer separement, la Iheorie ulye- 
brique et la theorie wrelhnetique de ces formes. Relativement aux formes 
yuadratiques, une pareille distinclion serait inutile, en raison du petit nombre 
de notions algebriques qu’il est necessaire d’etablir comme base des con- 
siderations arithmeliques. Mais des qu’on s’eleve aux formes benaires de 
degr& queleonque, on voit la theorie algebrique, prendre un deveioppement 
inattendu et digne du plus grand interet. En effet, en presence des elements 
analyliques nouveaux, dont elle manifeste l’existence, les notions les plus 
simples et les plus faciles qui nous sont requises par l’elude des formes 
quadratiques, viennent alors s’oflfrir sous un lout autre aspect. et parfois 
donnent naissance a des notions nouvelles. Je me propose d’en montrer ici 
un exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cubiques el 
biquadraliques. 

M. Eisenstein, dans son beau memoire intitule: Nouveaux theoremes 
d’arithmetique Iranscendante, publie tome 35 de ce journal, a deja remarque 
que la presence des formes adjointes dans la theorie des formes quadratiques 
fernarres, conduisait a faire reposer la distribution en ordres de ces formes, 
sur un prineipe nouveau et different de celui que M. G@auss a donne pour les 
formes denaires. Nous allons voir que pour les formes cubiques et biqua- 
dratiques, le principe de M. Eisenstein, va lui-m&me se presenter sous un 
jour plus etendu, et conduira a trois subdivisions differentes de la totalite des 
formes qui possedent les m&mes #nvarzants fondamentaux. 

C'est la d’ailleurs un resultat qui appartient en propre aux formes dont 
nous parlons; de sorte que la forme du ceinquieme degre et celle de degres 
plus eleves, donnent lieu pour la distribution en ordres ä des considerations 


4 
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toutes differentes. Plusieurs autres faits se presenteront, comme nous l’avons 
deja annonc& dans la suite de ces recherches, pour manifester dans des cir- 
constances variees, cette difference de nature qu’on rapproche naturellement 
de cette difference analytique si profonde, entre les racines des equations des 
quatre premiers degres, qui s’expriment par simples radicaux, et celles de 
degres plus eleves qu’il est impossible d’obtenir de celte maniere. 


Dans l’esperance que de pareilles considerations inleresseraient peut- 
etre, j’ai developpe avec details, l’application aux formes du cinguzieme degre 
des propositions algebriques generales sur lesquelles reposent la distribution 
en ordre des formes binaires. Plusieurs des resultats qui se presenteront 
dans cette application, se retrouveront d’ailleurs et joueront un röle important 
dans l’etude speciale des formes du einquieme degre, ä laquelle je consacrerai 
prochainement un nouveau memoire. 


I. 


Principe de la distribution en ordres des formes binaires. 


Il est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes 
quadratiques de m&me delerminant s’etend immediatement ä toutes les formes, 
quel que soit leur degre et le nombre de leurs indeterminees. Ainsi, en ne 
considerant que les formes binaires, et leur appliquant la methode suivie par 
M. Gauss dans le $. 226 des „Disquisitiones Arithmeticae”, on peut nommer 
primitives, toutes les formes 


f = (a,b, c,...)(0,y)"” 

de memes invariants, dans lesquelles le plus grand commun diviseur de 
a, b, c, etc. est l’unite. Cela dit, l’ordre proprement primitif, sera defini 
comme reunissant toutes les formes dans lesquelles le plus grand commnn 
diviseur de 

b, m.m—1 

1.2 

sera l’unite, et ensuite on obtiendra autant d’ordres ?mproprement primitifs 
que le plus grand commun diviseur de ces m&mes nombres pourra recevoir 
de valeurs distinctes. 





a, m c, elc. 


Maintenant, si l’on passe aux formes 
F = (4,B,C,...)(z,y)", 


dont les coefficients A, B, C,... ont un plus grand commun diviseur d, on 
3 %* 
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2? ‚ . ..* 1 . 
pourra les nommer derivees des formes primitives [= F. Uela pose, pour 


chaque valeur de d, on aura un groupe de formes derivees, dont la distri- 
bution en ordres suivra immediatement celles des formes primitives qui leur 
correspondent. Rien de plus facile, on le voit, que cette premiere extension 
des prineipes de Mr. Gauss qu’il nous a suffi d’indiquer en peu de mots. 
Mais des qu’on considere d’aulres formes que les formes quadratiques ä 
deux, indeterminees. on voit intervenir de nouveaux &@lements analytiques qui 
jouent dans toute la theorie un röle essentiel; ce sont les formes wdjointes, 
et les formes nomm6es covariants par Mr. Sylvester. Ces deux genres de 
[ormes ne sont pas essentiellement distinets, comme on le sait, dans la theorie 
des formes benaeres; ils se ramenent aux seuls covariants dont je crois de- 
voir encore rappeler la propriete caracteristique. 
Soil 
f = (4b,e,...)\(z,y)” 
une forme binaire, et supposons qu’on ait idenliquement: 
(a,b,c,..)S2-+ ey, ne+ny)" = (4,B,C,...)(z,y)”. 
on donnera le nom de covariant de f, a toute fonction p(a,b,c,...;x,y) 
ralionnelle et entiere en «a, db, €, ...; x, y, qui satisfait a la condition 
(4) (— nf) yla,b,c,...; $Setdy,ne+ny)=g(4,B,C,...; 2,y). 
"exposant de la puissance a laquelle est eleve le determinant de la substi- 
Intion Sy’ — ns‘, elant entier et positif. Cela pose, il est bien facile de re- 
eonnaitre que le plus grand commun diviseur des coefficients d’un covarzant 
quelconque , de la forme f, sera un element numerique, caracterislique de 
la classe entiere a laquelle apparlient cette forme. Nommant pour un instant, 
', une expression semblable a p, mais se rapportant a une forme f” arith- 
meliquement &equivalente a f, il suit de l’equation (A.), que gp et y' seront 
elles m&mes arithmetiquement equivalentes, et auront necessairement le m&me 
plus grand commun diviseur pour leurs coefficients. L’ensemble des classes, 
[; fi, f, etc. qui ont les m&mes invariants, peut etre ainsi divise en ordres, 
en appliquant le principe meme de Mr. Gauss, tel que nous l’avons presente 
tout-a-lheure, aux covarianis p, Pi, Pr, elc. qui leur correspondent re- 
spectivement. Et par la, on voit s’offrir autant de divisions en ordres, que 


de covariants distinets, de sorte que l’id6e arithmetique res simple, qui nous 
a ele donnee par la theorie des formes quadratiques, regoit par le fait de 
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l’existence des divers covariants, un developpement aussi interessant que 
difficile a suivre. On est conduit en effet a ces problemes. sources de 
belles recherches analytiques: 
1°. Trouver tous les covariants des formes d’un degre donne. 
2°. Trouver comment dependent des ?nvariants fondamentaux, les divi- 
seurs d’un covar:ant quelconque, qui fournissent les caracteres d’une 
division en ordres. relative A ce covariant. 
3°. Comparer entre elles toutes les divisions en ordre qui reposent sur la 
consideration des divers covariants. 
C’est la solution de ces questions que nous nous proposons d’offrir 


pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se fonde principalemen! 
sur les propositions generales que nous allons etablir. 


ll. 


Propositions sur les covariants des formes binaires. 
Tl“ Proposition. Soient g et A, deux covariants quelconques de la 
forme 
f SERR (a, b, C,.. h (7, y)”, 
de sorte qu’en faisant: 
(a,b, c,...)(kx+zy,le+ My)" = (4,B,C,...)(a, y)" 
et pour abreger: 
w — kk—ıl, 

on ait: 

(1) w'gla,b,c,...; ke+zy,le-iy) = y(4,B,Ü,...: 2,y). 

(2.) whla,b,c,...; kr+zy.in-iy) = h(4A,B,0,...; z,y). 
Je dis qu’en posant: 


oh 


’ oh > 
(3.) (a, B6...3 ıX— Y, yXA-ZY)=64b,0...; Re N 


on aura l’identite 
(4.) wOla,b,c,..;kc-+zy, Ic+1y,X,0"")—=04,B,C,..; 2,y,Ä,Y). 


Ainsi les coefficients des divers termesen X et Y dans cette fonction 6, 
se verifieront de m&me forme que (1.) et (2.), et seront deslors des 
covariants de f. 
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Soit: 
S—=kr-+tıy, n=lıc-+iy 
oh oh 
w—=soÄ—n i v=yA+..Y; 


nommons U et V, ce que deviennent respectivement % et v, quand on rem- 
place les coefficienis «, d, c,... qui entrent dans la forme 4, par A, B, C,... 
de sorte que; 

.  3h(4,B,C, 
6) U=aX-Te 


je vais etablir comme lemme, qu’on aura: 


N 7, Y, VeyX-t oh(A, ae X,Y) Y, 








kU-zV 2 EX — ar 94a, u & n) Y, 


® Oh(a,b,e,...; &N) y 
nX-+w'*! DE Y. 





(6.) 
IU-ıV 





| 


J’observe pour cela que l’identite (2.), ou ce qui revient au meme, 
celle-ci: 


w'h(a,b,c,...; &n) = h(A,B,C,...; z,y) 


donne par la differentiation: 











(7.) oh(A, =. 3; X,y) — at {aa d,0,..3 6 5.2 bycy...5 $ MN, 











dE on 
Oh(A,B,C,...;x,y) __ 1, 9hlasb,e,...; &n) , ,„ Ohla,b,e,...; &,n) 
(8) öy gt > PF Ir On j 


Or les equations (9.) donnent immediatement: 














Me ae; u ‚oh(A,B,C,...; x,y) . Oh(A,B,0,..5 2, Y)\yv 

kl — 1 — (kr - zy)Ä- I pr — iR: öy ‚Y, 

W+AÄV (le +iy)X- Ph ul ee) „1 Se 27 
. Ox oy 


et en substituant les valeurs des deux derivees partielles que fournissent les 
equations (7.) et (8.), il vient pr&cis&ment l’&quation (6.) que nous nous pro- 
posions d’etablir. 


Cela pose, revenons ä la relation (1.), que nous allons r&produire en 
ecrivant Ü et V au lieu de x et y, savoir: 


(9) wgla,b,c,...; kAU-+zV,IU+4iV) = 9(4,B,C,...; U,V), 
ei a la relation (3.) par laquelle est definie la fonction @: 


(10.) g(a,b,c,...; uv) = 4a,b,c,...,52,y,Ä,Y). 
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Si dans cette derniere identite nous substituons A, B,C,...a a, b,e,..., 
il faudra aussi mettre U et V au lieu de u et v, et il viendra: 
9(4,B,C,...; U,V) = 0(4,B,C,...; 2,y,X,Y. 
ou bien, a cause de l’equation (9.): 
o’g(a,b,c,...; AU-+zV,IU-1V) = 0(4,B,(,...;2,y,X,Y). 
Maintenant il resulte du lemme precedemment etabli (equat. 6.) que 
kU-+zV, IU--AV, qui entrent dans le premier membre, sont ce que de- 
viennent respeclivement % et v, lorsqu’on y remplace x et y par $etn, et qu'on 
multiplie Y par w'*'. L’expression g (a,b, c,...; kU-zV, IU--1V) n’est done 
autre chose, en vertu de l’equation (10.), que Ha, b,c,...;5,n7,A\,o0'"Y), el 
nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions &tablir, savoir: 
wOla,b,c,..55,n1,X,wt'Y) = 04,B,C,..;2,y,X,Y). 
On peut aisement juger par celte premiere proposition, de la multitude 
des eovariants qui existent pour une forme donnee. Ainsi. en prennant y 
et A egaux a f, qui est Eevidemment un covariant par rapport ä elle meme, 
on en obtiendra un certain nombre, avec lesquels on pourra encore employer 
le möme theoreme. Si donc on ne reltrouve pas ainsi des formes obtenues 
precedemment, on verra de nouveaux covariants naitre de tous ceux qui se 
sont deja presentes, et il semble bien difficile de deduire de la une expression 
analytique generale pour tant de quantites qui peuvent, tout en restant dans 
le m&eme principe, naitre les unes des autres, de tant de manieres diffe- 
rents. Voici ce qu’il m’a ete donne de trouver apres de longues meditations 
sur ce sujel. 
2° Proposition. Nommons covariants associes a h, ceux qui re- 
sultent de la premiere proposition lorsqu’on suppose g egal a la forme f’: 
je dis que tout covariant de f, quelqu’il soit, ou au moins son produit 
par une puissance entliere de A, sera une fonction rationnelle et entiere 
des covariants associes. 
Pour mieux preciser d’abord, cette notlion des covariants associes, re- 
prenons l’expression analytique qui leur donne naissance, savoir: 


(a, b, c,.. Yrx _ = Y,yX+ > Y). 


® Pi ’ . i Br “ 
Il conviendra, en nommant n le degr&e de A en z et y, d’ecrire — Y au lieu 
n 


de Y. Cela etant, si l’on met en evidence les coefficients des divers termes 
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en A et Y, il est clair que celui de X”, sera la forme proposee f, et en 
faisant: 


/ 1 öhy 1 Ohyı\" 7% 2 
(a, b,0,... (EX —- —- ZY,yX+—ZYV) = (Shuf...in)X, Y) 
dl, 9,0, 008 L« r Vz ” u (RE | . 4 
\ n 0oYy I’. In dx I; 19 '729 m 3 , 
ces quantites A,, Ar. ... A, seront ce que nous nommons dorenavant les 

covarıtants ussocies ah. 
Cela pose, soit n(a,b,c,...; x,y) un covariant quelconque de /; nous 
pourrons e@crire les deux identites: 
(a,b, c,...X(eX +0 Y,yX4+y'Y)" = (4,B,C,...)(X, Y)" 
ay — ya'n(a,b,c,..;2eX+2Y,yX+y'Y) = n(4,B,C,..;X,Y), 


« elant un certain nombre entier. Maintenant faisons: 


PERS. nen. 
n oy’ I dr 
les coefficienis 4, B,C,... deviendront respectivement f, 4,, A,, etc., et le de- 


terminant zy’— yx', la forme Ah elle möme. Supposons encore dans la seconde 
equation X—= 1, Y=0, son second membre se reduira evidemment au coef- 
ficient de la puissance la plus elevee de A, fonction rationnelle et entiere 
de 4,B,C,... que nous designerons par (A,B,C,...).. Il vient done ainsi 
l"equation suivante: 

(11) Ana be.) (hc 
par laquelle notre proposilion se trouve demontree. 

Pour en montrer immediatement une application, nous allons faire voir 
que tous les covariants d’une forme quadratique f= (a,b, e)(z, y). s’obliennent 
en multipliant une puissance de f par une puissance de l’invariant b’— ae. 

Remarquons d’abord que le second membre de la relation (11.), est 
homogene en f, A,, A,, etc., car il provient de l’expression (A, B,C, ...) qui 
est necessairement homogene en A, B, C,... puisqu’en general toul co- 
variant d’une forme est une fonction entiere homogene des coefficients de 
cette forme. ÜCela etant, on trouve en prennant A=f: 


(a, b, cX\xX— 1 Eu Y, yA-+ı % Y) — (f,0,(ac— BYF)CK, Y), 


ei: 


f".n(a,b,c;2,y) = (0, (ace—b*)f). 


Or le second membre, devani etre homogene par rapport aux deux quanlites 
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f et (ac—b’)f, ne peut elre que le produit d’une puissance de f par une 
fonction de l’invariant, et pour qu’un tel resultat soit aussi homogene en 
a, b, c, cette fonction de l’invariant doit &etre proportionnelle a une simple 
puissance. Done tout covarianl de la forme quadratique proposee, fonction 
rationnelle et entiere de x, y, el a, db, c, par definition, est compris dans la 
formule (b’— ac)'.f', ® et %k elant entiers. 

Si simple et si prevu que füt ce resultat, je n’ai pas ceru inutile de 
l’etablir rigoureusement, a cause des consequences qui s’en deduiront par 
l’application de la loi de reciproeile: consequences que j’ai deja indiquees 
dans le journal de Mr. TAompson. D’ailleurs il montre sous un certain point 
de vue, comment les formes quadratiques se distinguent de formes cubiques 
et biquadraltiques, dont nous allons nous oceuper, tout en parlageant avec 
elles une proprieie caraclerislique que nous verrons toul-a-coup disparaitre 
dans les formes du einguwieme degre. Nous ferons preceder ces questions 
de quelques remarques sur le systeme particulier des covarianis qui sont asso- 


cies a la forme proposee. 


111. 
Sur le systeme des covariants associes a la forme proposee. 
On l’obtient en mettant en evidence, les divers termes en X et Y, 


dans l’expression 


(a, b,e, (2X Be nt Y, yX- | a. | y\” 


m 


de sorte que si nous faisons: 


(a,b, Ks X- gr, Re * .t Y) = A E)”. 


im 


les covariants associes a f, se trouveront designes par fi, fa, --- /m. Leurs 


premiers termes s’obtiennent facilement; car en faisant y== 0, dans les ex- 
pressions 

1 ofy Ä 1 öfy 

si. et yA+- u = 


elles deviennent simplement: 


sa &. aE 





. .. r 1 { 2 \ . . 
En faisant pour abreger RT ET Be —g;(z,y), on trouvera ainsi: 
fi F pl — b, 4) z„UtDm—Rı — > 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 1. 4 
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Ge coefficient p(—b,a), est divisible par @, comme on le voit aisement; il 
s’ensuil, qu’en employant la methode donnee dans mon premier memoire, pour 
deduire un covariani de son premier terme, on obtiendra la forme fen facteur 


commun dans la serie entiere des covariants associes. Celte remarque faite, 








je vais etudier de plus pres 


valeurs 1, 2. 3, 4. 5, pour 


’ordre alphabetique: 


' ERW 
les quotients pi — b,.a). en Supposant 
C 


/ 

' 
—p,(—b,a) —=(, 

d 

l | | 
— (fr ( — b, “) = — b’ 7 dc, 

da 

I ‘ 2 
—p,(—b,a) —= 236° — Babe + a’d, 

d 

N | = 2 a 
u. (p4 (— b, “a = — 3h* — Huch’ — 4bda’ a. eu‘, 
ji | 

| 


— (gp,(—b, u) 
7) f: \ P) / 


Introduisons pour 


45° — 10acb’ + 10b’da® — Hbea’ -- fa‘. 


cela, les expressions suivantes; savoir: 


A, invariant de p,(x,y) = b’— ac, 
B, id. (0, y) = (be — ad)’ — 4b’ — ac) (ce — bd). 
C, id. pılR, Y) — ge — Abd - dc‘, 
D, id. 150, y) = (af—3be-+-2cd)’ —4(ne—4bd--3c)(bf—Ace--3d'). 
on verifiera sans peine les relations: 
1 ne at 4 
—pi—bu)— —A, 
) oB 
— (op —b,a) = 4. —— 
a f3 B) / 3 od 2 
| \ FR ‘ 2 
— pl b,a) = WÜ— 34, 
1 oB BE 
— o,(—b,a) = 3A — — Lu’ — 
. p5\ „W, 3 dd 2 of 


Cela pose, soient 9, y', les invariants analogues a A, Ü, mais relatifs aux 


formes 





or 





1 24° 2 Bi 
(21, 21. 1x, y) 
m.m—1 \0r°" gurdy' 0 





lesquelles on trouve les coeffieients de f; suivant 
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1 of o'f of of ötf a 
m.m—1.m—2.m—3 \drx'’ Ox’dr’ Or’dy‘” drdy‘’ 9y“ x, Y) . 








et A, et A’, les quantites 














a, 1 oy BE; oy 3.30 
KR m(m—?2)\0xr Oy oy 
a 1 oy' of OR... {9 N 
zo Am(m—3) \öx &y oy 9x7’ 
on aura ces expressions des premiers covariants associes de f, savoir: 
fee Feb, 
f: = f. fy —- 3). 


\ 


f; = f.(2gh — f’h). 

Cela resulte immediatement, de ce que leurs termes les plus eleves en «r, 
ont pr&eisement pour coeflicients les quantiles 9, \ — b,a), 9,(—b,.a), etc. Mais 
je ne m’arreterai pas ä le verifier. m’etant seulement propose de faire voir, 
comment viennent s’offrir dans ma theorie, les covariants auxquels Mr. Sylvester 

donne les designations de Hessieurs ou Demanants, et qui ont ele nommes 


precedemment g, y', g". 


IV. 


Division en ordres des formes cubiques. 


D’apres ce que nous avons dit en commengant, le point de depart de 
ceite theorie de la division en ordres, est la recherche complete de tous 
les covariants des formes cubiques. Nous allons nous en occuper, en nous 
fondant sur les propositions generales precedemment e6tablies. 


Soit la forme proposee: 
pP / \7 » „\3 


on trouvera d’abord pour ses covariants associes, f, elant identiquement nul. 


les expression k —= — fg, k = — fh. Afin d’introduire par la suite 2g au 
lieu de y, nous &erivons: & = — }fg, el nous aurons ces valeurs: 


(2(6’ — ac),be— ad, 2(® — bd))(x,y), 
h— (2b’—3abe--a’d, bc abd—2ae*, —c’b--2b’d-acd, —2c’+3bed-ad’)z,yY)'. 


Cela pose, recherchons si d’aulres covarianis ne naitraient pas, par 


exemple. du developpement de: 
4 %* 


EEE: 
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/ 1: Aga, ee 
(a, b, C, dYxX - 5ER, yAt+z = X). 
Ur on lrouve sans peine que: 
| 











\ Re | ög e er og .%. ei i e r 
(a,b,0,d\@»X— zYV, yX45 IX) = (f;h,4f, Ah\(X, Vy, 


4 designant l’invariant unique de f, savoir: 

I — (be — ad” — 4(b? — ac)(c* — bd, = 4ac’ -+ Adb’ -—- add? — Gabed — 3b'c. 
Ge sont done encore f et A qui se presentent, mais accompagnes maintenant 
de !onvariant A. Notre seconde proposition ($. 11.) conduit ainsi a ces deux 
conelusions: 

Tout covariant # de la forme euböque f, est exprimable. soit de 
cette maniere: 


II(f,g; h) 








(1.)  — Zu : 
soit de la suivante: 
(2.) N arh 7 s 


les deux numerateurs cetant des fonctions rationnelles et entieres des 
diverses quantites qui y entrent, et les exposants « et v, etant entiers. 
Or de la il est facile de conclure, que 9 peut egalement s’exprimer 


par une fonction entiere de f, g, het A. 


Pour etablir la demonstration, j’observe d’abord, que deux quelconques 
de ces trois quantites. /, 49, A, peuvent @lre regardees comme entierement 
indöpendantes. On le voit en considerant un cas particulier. Soit p. ex. 
f= x" -+y, on lrouvera: g= — 2ry, h= x?” — y’: quantites qui, envisag6es 
deux a deux, ne peuvent &ire liees par aucune relation, independante de 
et y. Mais entre f, g, et A, une telle relation existe necessairement, et 
s’obtient en comparant les invariants des deux formes (a,b, ec, d)/x, y)’ et 
(50, — fg, fh) X, Y, qui sont respeclivement 4 et ff —4fg. Or la 
seconde, resultant de la premiere, par la substitution lineaire au determinant f, 
qui donne naissance aux covariants associes A f, on trouvera: 


Af? ze f’# we N Ay, 


et plus simplement: 


GG) APHı —=M. 
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ls 


(Cette equation a el@ recemment indiquee par Mr. CUayley, dans un 
memoire intitule: Nouvelles recherches sur les covarianls. ) 


Cela pose, j’observe que les numerateurs dans les expressions (1.) et 
(2.) de 6, pourront eire ramenes en vertu de celte relalion. a conlenir seule- 


ment la premiere puissance de A; ainsi on pourra ecrire: 
p(S; h, I) Ban Pf 9; A)+-hPB(f 9 4), 


les nouvelles fonctions, //,, /I,. Pu, P,, Etant essentiellement enlieres eu [, 


g, et 4. 
Egalons maintenant les deux expressions du covariant 6, il viendra: 
1 3 Pa ;% F\ l » A RE 
7 th 9,4) rat 9; I, ERER, a Br 9:4) Prıih 9 4). 
Or je dis qu’on devra avoir separement: 
! l Be 
(4.) 25 Inf. S) = gr 2b 448). 
Ei: & 
Kr 2) ) “2 
(9) zatlıth 94d) = „Ph 4) 


Effectivement, s’il n’en etait pas ainsi, on aurait entre f, g, A, une equalion 
essentiellement distinecte de (3.),. contenant A au premier degre seulement. 
Il serait done possible, en eliminant cette quantite, d’obtenir entre f et g. 
une relation independante de & et y; contrairement a ce que nous avons 
precedemment etabli. Or Vegalite (4.),. lorsqu’on a chasse les denominateurs. 
prouve immediatemeni que //, est divisible par f“, et $, par y’. Une con- 
sequence toute semblable se tire de l’egalite (5.). Ainsi nous avons ce 
theoreme: 

Tout covariant de la forme cubique proposee /, est une fonclion en- 
tiere de f, 9, % et de l’invariant 4; le covariant A, pouvant etre regarde 
comme entrant seulement au premier degre dans cette fonclion. 

Dela decoulent beaucoup de consequences sur lesquelles nous aurons 
a revenir dans la suite de ces recherches. En nous bornant maintenant ä 
ce qui se rapporte a la division en ordres des formes euböques, nous voyons 
que cette division peut etre faite de trois manieres differentes. 

Soient en eflet: f, f', f",...f®® les formes par lesquelles on peut 
represenler la tolalit&E des classes cubiques differentes pour un meme in- 
variant S; a ces formes correspondront d’une part. les covarianls yuadra- 


EEE 
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fiques, 9, 9’, Q',... 9°, et de l’autre les covariants cubiques, h, h’, h",... h®. 
Cela pose, chacun de ces trois groupes de formes, que pour abreger nous 
nommerons (f), (g) et (A), pourra tout d’abord &tre individuellement divise 
en ordres, en appliquant le principe de Mr. Gauss, tel que nous l’avons pre- 
sente ($.1.). Or en reunissant dans le m&me groupe, toutes les formes de 
f). dont les covariants quadratiques appartiennent au m&me ordre dans (9). 
on obtiendra une seconde division en ordres de (f), que nous dirons attachee 
a g. Et semblablement, si l’on prend pour point de depart la division en 
ordres de (Ah), et qu’on reunisse encore dans un mö&me groupe les formes 
de (f'), dont les covariants cubiyues apparliennent au m&me ordre de (Ah), on 
arrivera a une lroisieme division en ordre de (f), que nous dirons aliachee 
a Ah. De ces deux dernieres divisions, celle qui est attachee a g, a la plus 
erande importance; comme nous nous reservons de le montrer dans un autre 
memoire. Elle sert de base en effet a la determination complete du nombre 
des classes eubiques pour un invariant donne: recherche que Mr. Kisenstein 
a dejäa traite d’une maniere aussi ingenieuse qu’elegante, mais seulement dans 
un cas particulier. Pour ce qui regarde la division en ordres attachee au 
covariant A, je ne puis la justifier que par l’analogie avec la pr&cedente, car 
jusqu’iei je n’ai pas encore et& amene ä en faire usage, et ä la caracteriser 
par quelque propriete arithmetique partieuliere. Cependant dans plusieurs cir- 
constances, j’ai vu le covariant A, jouer un röle important, et j’en vais citer 
un exemple, qui se rapporte pr&cisement a la recherche du nombre des classes 
cubiques. Il est necessaire dans la meihode que j'ai suivie,. d’obtenir l’ex- 
pression analylique de toutes les formes, pour lesquelles le covariant quadra- 
lique est le möäme. Or f designant une forme determinee dont le covariant 
quadratique est g, toutes les autres qui auront le m&eme covariant, seront 
donnees par la formule: /f-+wu4, A etant le covariant cubique de f; let u 
des eonstantes liees par la relalion 


P 





Iw = 1. 


Il me reste encore ä indiquer comment les diviseurs communs des 


coefficients de /, 9, ou 4, dependent de Z. Or en nommant 4, u, v, ces 


D 


diviseurs, et remarquant que les invarianis de f, 9, A, a savoir: 4, 4, et S°, 
sont respeclivement des fonctions homogenes du 4° du 2° et encore du 4° ordre, 


des coefficients de ces formes, on voit immediatement que: 
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/* est un diviseur de 4, 


a Se. 1 
ch, Fe ,” 


A ces relations, il faut aussi joindre les suivanles: 


i 


4 est un diviseur des coelfficients de y, 


Bi ira 8 Eur, Vaud 
Br Munfiazni Zus ah rue 
Les deux premieres sont @videntes, et la troisieme suit de l’equation 
ay af ©gy of 
Be ee. IE, 
ee or O9 Oy dr’ 
dont le second membre contient le facteur Zroös, qui est amene par les derivees 
öf af 
partielles Era: 
V. 


Division en ordres des formes biquadratiques. 

La recherche du systeme complet des covariants est le point de depar! 
de celte question; comme de la precedente. Nous allons la traiter en nous 
proposant de mettre dans tout son jour, l’analogie que nous avons reconnue 
a cet egard, entre les formes cubiques ei biquadraliques. 

Soit, en conservant les denominalions de mon premier m&moire. 

f = (a,b,c,b',a')(«, y)' 


la forme proposee; ses covarianis associes seront d’apres les formules gene- 
rales donnees ä la fin du ($.IIl.): 


fi ER 0, 

f A —/9; 

l; — [h, 

fh. = ff" — 3), 


» etant Ürmvariant quadratique aa — Abb’ +3c’; y et h, les covuriants 
que nous avons dejä consideres, savoir: 


9 = (b’—ac, %be— ab'), 43c— 2bb' — aa’), bc — ab), "’—ac)(z,y)‘. 
h=(wgarns tr, g,p,)(e,y). 


\ 


en faisant pour abreger: 
— % — 3abe+ab, Hy —= 6b?ce — Yac?-+ 2abb' 4 aa‘ etc. 
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Cela pose, les covariants associes a g, resulteront de l’identite suivante: 


nn 


(a,b,c,b', a\x=X vun 


2 


N 
498 
(Ar, AH ih), - GFF Eh), IP + hf HACK, Y). 


qu’on verifiera par un caleul un peu long, quoique sans difficulte, en reduisant 


%Yv ..v, 1 9v 


les covariants a leurs premiers termes. Il en resulte que nous reirouvons les 
quantiles f, 9, A, accompagndes des deux invarianis 2 et j. Ainsi la seconde 
proposition du ($. 11.) conduit a ces deux conclusions: 
Tout covariant 6 de la forme biquadratique f, est exprimable. soit de 
celle maniere: 


4 "eh aa ERFEHRIE 
( ) f" 





soit de la suivante: 
2) 0— Zee, 
g 
les deux numerateurs etant des fonctions rationnelles et entieres des 





diverses quantites qui y entrent, et les exposanis, «w, v, etant entiers. 
Je vais maintenant elablir que ® peut egalement s’exprimer par une 
fonetion entiere de f, 9, A, ? et j. J’observe d’abord que f et g ne sau- 
raien! etre lies par aucune relation independante de x et y; comme on le 





voit en considerant le cas particulier de f= 2" - y*, qui donne 9 = — ır"y”. 


Mais une telle relation existe entre f, y, et A, et a ele elablie dans mon pre- 


mier memoire. savoir: 


4A’ — if —jf’ = WM. 
Or on voit que les numerateurs dans les expressions (1. et2.) de d, pourront 
elre ramenes a l’aide de cette relation, a ne contenir que la premiere puissance 
de 4. Ainsi on pourra eEcrire: 
Ip gh;ı) = INHALT; J) 
(9. h;ı,j) = Ph 95 2, j) 4- hP.(f: 9; 2, j)» 
les nouvelles fonctions /Z,, /T,, D,, P,. etant essenliellement enlieres en 
f; 9, A, ® et j. Il suit de lä, en @galant les deux expressions du covariant 6: 
\ h 


f' f# IL (f; 95%; j) =— —Bu(f reg 2, 9)5 


II, f: 95 j)-+ p 


done. achevant de raisonner absolument comme nous l’avons fait pour les formes 
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cubiques, on obtiendra les equations separees: 


1 ia 4 1 ae 
zaH(h 95% J) rue Ph 9; 2,))» 
TEN bu ü 
fa" (6 95% J) = gr (69593): 
desquelles il resulte que /T, et //, sont divisibles par f*; P, el $, par y“. 
Ainsi nous avons ce theoreme: 
Tout covariant de la forme biguadratique f, est une fonction rationnelle 
et entiere de f, 9, A, et des deux invariants ?, j, le covariant % pouvant 
ötre regarde comme enirant seulement au premier degre dans cette 
relation. 


Pour proceder maintenant ä la division en ordres, il conviendra d’in- 
troduire au lieu de y et Ah, 6g et 64, qui ne contiendront aucun coefficient 
fractionnaire. la methode que nous avons employee pour les formes cubiques, 
donnera alors trois divisions differentes de l’ensemble des classes distinctes 
qui ont les m&mes invariants 2 et j. L’une sera directement deduite de la 
consideration des diviseurs communs aux coeflicients des formes qui repre- 
sentent ces classes; les autres seront respectivement altachees a 64 et 6A. 
Mais moins avances dans l’etude arithmetique des formes dbiyuadratiques, nous 
ne pouvons encore, comme nous l’avons annonce pour les formes cubrques, 
attribuer a aucune de ces divisions, d’autres proprietes que celles-la m&mes 
qui leur servent de definition. Nous nous bornerons done ä la recherche des 
relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des formes f, 69, 6A, 
et les invariants 2, j, recherche qui exige plus de developpement que dans 
la theorie des formes cubiques; car elle depend de la determination des divers 
invariants de 69 et 64. Nous nous occuperons, d’abord a cet Egard, de la 
forme g, mais en nous plagant a un point de vue plus general, afin d’en tirer 
occasion de presenter quelques remarques sur un beau theoreme qu’a donne 
Mr. Hesse, et qu’on peut @noncer ainsi: 

Soit F' une forme biquadratique composee lineairement en f et g, savoir 


F = 1f— ug, 
{ et u elant des consiantes: si l’on nomme @ le covariant deduit de f\, 
comme g de f, on aura: 

G = uy—tf, 


u' et €‘, designant de nouvelles constantes. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LII. Heft 1. > 














‘ 
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Une nouvelle demonstration de ce theoreme resulte d’abord imme- 
diatement de notre proposition, que tous les covariants des formes biquadra- 
tiques sont des fonctions entieres de f, 9, A. Effectivement, la forme @, 
qui sera evidemment un covariant de f, doit etre, comme cela se voit a priori» 
du quatrieme degre en x et y. Or les seuls covariants du 4° degre, qui 
puissent resulter d’une fonction entiere de f, g, A, sont des fonclions lineaires 
de fet y. @ est donc, comme la forme F' elle m@äme, une expression de 
cette nature. Üela etant, on trouvera, comme il suit, 2 et %, au moyen de 
{etw Nommons: 4, Jet H, les quantitös analogues ä 2, j, et A, pour la 
forme #. Entre ces quantites on aura la relation 

46° — IGE”" — JF® — HM’, 
que jecrirai ainsi: 
4,0, —1L, —J)G,F} = HM’. 
Or on reconnait immediatement par l’expression de H au moyen des derivees 


dF dG dF dG dar re 
dx 4 dx ei dy 9 dy 2 q 0 d. 





parlielles 


H — (tw — utl')h. 
Nous pouvons donc poser: 


en 


4,0, 4, —J)6&, F’Y=H= (tu — u) 
— (tu — ut)’ (4,0, — 42, —j)(g f). 
et en observant que les &quations 
F= tw G—wg-tf 
donnent: 
. uG+WF 18% tG+tVF 
up wa?’ IT mm’ 
(4,0, —41,—J)(G,F}' 


N\tG-HtlF 2] 
J tw tut? te tul! /° 


cette derniere relation peut elle m&me evidemment se ramener ä la suivante: 


3) (tw —wut)(4,0,—ı4L,—J)(G, F} 


— (4,0, — 4, —j)(t@ + FF, uG4+ u F), 


que nous allons traiter comme identique par rapport ä @ et FF. 








— (tu — ut) (4, 0, — 43, ii 


A ceti ellet je designe pour un instant par gp(f,u), la forme cubi- 
que (4, 0, —4i, —j)(t, u)’. On trouvera, en 6galant les coefficienis de @® et 
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G"F”, ces deux equalions: 
4(tu — ul) = n (t, enge 


Zi Eh 


desquelles on tirera: 
1 dp ‚__ 1 .dp 


de en u = = — 


12 du’ 12 dt 
expressions bien simples comme on voit. 


Mais notre principal objet est d’obtenir les invariants J et J, qu’il nous 
faudra tout-a-l’heure employer dans le cas particulier ou F==6g. Soient 
dans ce but, x et w, les covariants quadratique et cubique de %, savoir: 


= (}, 2,3 WERT, 


y 52 (— 165, — 2 4, — a —4)(t, u)", 

on trouvera, en employant les Ka obtenues pour C et u 
1 dp ıı dp y; 

(4,0, —4i, 6 — SER, u64+ 5. F) 


sn (9, u 19%, re IR F) ’ 


car nous avons ete amenes a faire usage precedemment de la substitution qui 
donne naissance aux covariants associes. L’equation (3.) devient ainsi. en 
remplagant Zu’ — ut’ par 4: 
np Vom‘ 
+ (4,0, — 44, — J)(G, F )’ . (4,0, IX 5pVXG, F ) 9 


et l’on en tire: 


I= ix = (#3 j, 15) )(h, u)‘, 
J= 9 = (j 15 ?, Pe, at u). 
En particulier, si l’on suppose {=0, u= or afin d’obtenir #'—=6g, on 


trouvera: 
1-3, J=t—54j. 
Ü'est la le resultat que nous voulions &tablir pour arriver a caracteriser les 
nombres entiers, diviseurs des coefficients de 6g. 
Nous allons maintenant proceder ä une recherche analogue relativemen! 
aux coeflicients de la forme 64. Cette recherche tout d’abord semble plus 


difficile; car nous ne possedons aucune proposition sur les invarianis des formes 
5 * 
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du 6° degre. Mais il se presente ici le premier exemple d’un fait remar- 
quable. que nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances. 
La forme A possede en eflet cette singuliere propriete que tous ses invarianis, 
sont ou le discriminant, ou les puissances du discriminant de la forme biqua- 
dralique proposee f. Voici, je crois la maniere la plus facile, de le demontrer. 
Imaginons que par une substitulion 8, au determinant un, on fasse &vanouir 
dans /f, les coefficients de z°y et xy’, de sorte que la transformee obtenue soit: 
= LOCH INETY. 
Cette subslitulion effeciuee dans A, donnera precisement pour transformee la 
forme 44 qu’on deduirait de F), par le meme loi que A de f. Or on trouve 
ainsi: 
H — (0.14(44'— 90°), 0,0,0, —44'(44'— 9C°),0) (X, Y)‘. 

Cela pose, un invariant quelconque de 4, fonction homogene de p, 9; 
r,s, r', g, p', ne changera pas de valeur en substlituant a ces coelfficients 
ceux de la transformee MH. Mais par la. cet invariant devient une fonction 
homogene des deux seules quantittss A(44'’— IC?) et 4'(44'’— IC), et 
meme une fonction qui ne doit pas changer par rapport a la substitution 
A\—=—F}, Y=AÄ'; il ne peut done &tre que proportionnel a une puissance 
du produit AA(AA— IC’). Or ce produit s’exprime aisement en 2 et j: 
car F etant une transformee de f par une substitution au determinant I, ona: 

ı = AA-+30, j—= C(44—0O) 
el par suite le diseriminani / a pour valeur: 
I = — 2 — AA (44 — IC); 

d’ou resulte ce que nous avons annonce. 

Ceci elabli, on sail par un theoreme de M. Cayley, que l’expression 

pp — dgy' + 15rr' — 105° 


est un invariant de la forme (»,9g,r,s,r',g',p')\x,y), de sorte qu’on doit 


avoir, en designant par « une quantite numerique: 


pp" — dyg' + 1ärr! — 108° — uA. 


Or en supposant 5=(, b’==0, on trouve de suite que « doit &tre 4; nous 
avons donc pour la forme 64, un invariant de second degre par rapport ä 
ses coefficients, et dont la valeur est 6.4. Ce dernier resultat et les ex- 
pressions precedemment obtenues pour les invariants de 6g, donnent les con- 
sequences suivantes: 





\ 
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Designant par A, u, v, les diviseurs des coefficients des formes /, 69, 6A. 


4? est un diviseur de l’invariant ;, 


WA a ante ee ee 

Be ul a a u 

a RA © 
EEE NET TEE FU). 


A ces relations il faut aussi joindre celles-ci qu’il nous suffira d’indiquer: 


7° est un diviseur des coefficients de 6g, 
ge eaue Hur au ing ie, 
Beer rege va 


s 


Comme pour les formes cubiques, la derniere resulte de l’equation 

dy df dgy df 

a at sr. 
Je terminerai par une remarque qui ne sera pas peut-etre sans im- 
portance au point de vue arithmetique, et qui se tire des formules que j’ai 
donnees pour le theoreme de M. Hesse. Elle consiste en ce que le diseri- 
minant 4, est un facteur dans le covariant @, et les deux invariants J/ et 

J de la forme #'—= #f--9g. j 


v1. 
Sur les covariants des formes du cinquieme degre. 

Il a ete precedement etabli, que tous les covariants des formes cubiques 
et biquadratiques s’expriment en fonction rationnelle et entiere de deux d’entre 
eux, et de la forme proposee. Ces deux covariants fondamentaux ont, comme 
nous l’avons vu, une origine commune, et se trouvent dans le groupe des 
covariants associ6s ä la forme primitive. Or cette propriete fondamentale 
n’existe plus pour les formes du einguieme degre, ei il devient alors im- 
possible d’exprimer tous les covariants en fonction entiere de ceux que nous 
avons defini comme associes ä la proposee. Eflectivement, les formules 
generales donnees ä la fin du ($. III.) mettent en &vidence ces quaire co- 
variants associes, g, g’, A, A’, dont voici les premiers termes: 


y = (b—ac)a-+..., 

g = (ae— 4bd-+3)x” -+..., 

h —= (26 —3abc-+a?d)z°’-+..., 

W — ((af — 3be+2ed) — Ab(ae— 4bd--3C)} x +... 
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la forme primitive etant supposee: 
f = (a,b,c,d,e,f)\(z,y). 
Or il existe au moins un covariant cubigue, qu’on pourra par exemple definir 
comme l’invariant 3 de la forme biyuadratique suivante: 
of of of of STK Y) 
or*? Or’9y’ Ox’dy* ’ Hardy?’ Aka Si ’ 


el qui ne pourra jamais s’exprimer par une fonction entiere de g, g, A, 4, 











qui sont respeclivement des degres, 6, 2, 9 et 5. 

Il existe done bien au point de vue algebrique, un caractere important 
qui apparlient exelusivement aux formes de degres moindres que eng; mais 
il y a meme pour ces formes, des proprietes qu’on doit regarder comme ex- 
ceptionnelles. ei qui peuvent veritablement les faire considerer comme des 
‚as singuliers dans les theories generales. Ainsi: les formes cubiques ne 
possedent point de covarianis lineaires, qui se presentent pour toutes les 
autres formes de degres impairs. Les formes biquadratiques n’ont pas non 
plus de covariantis quadratiques, qui presentent au contraire pour toutes les 
autres [ormes de degres pairs. Or de la decoulent dans la nature de ces 
formes de profondes differences. que nous nous atlacherons a apprecier el a 


faire ressortir dans la suite de nos recherches. 


Paris. Juillet 1854. 
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3. 


Extrait d’une lettre de Mr. Ch. Hermite de Paris 

a Mr. Borchardt de Berlin sur le nombre des racınes 

d’une equation algebrique comprises entre des limites 
donnees. 





ER En poursuivant mes recherches sur le theoreme de Mr. Sturm, 
j’ai reussi a traiter par les m&mes prineipes les @quations ä coefficients ima- 
ginaires; ce qui m’a conduit au theor&eme de Mr. Cauchy pour le cas du rectangle. 
du cercle, et d’une infinite d’autres courbes qui sont meme ä branches infinies. 
comme l’hyperbole. La theorie des formes quadraliques vient ainsi donner 
pour ces iheoremes des demonstralions independantes de toute consideration 
de continuite, comme celle que Vous avez deja pu conclure Vous-meme de 
ce que j’ai dit au sujet du theoreme de Mr. Sturm dans les Comptes rendus 
de l’Academie (1853, 1°” semestre p. 294). La reduction d’une forme qua- 
dratique a une somme de carres qui a ei& le sujet de Votre memoire sur 
l’equation dont dependent les inegalites seculaires, joue le principal röle dans 
mes recherches. Seulement au lieu des substitutions oü la somme des carres 
des variables qu’on introduit, est egale a la somme des carres des variables 
primitives, je considere des substitutions reelles quelconques. On a alors celte 
proposition, done je donnerai une demonstration tres facile, dans la suite des 
memoires sur les formes quadratiques que je destine un journal de Mr. Crelle. 

De quelque maniere que l’on fasse &evanouir les rectangles d’une forme 
quadralique par une substitution reelle, le nombre des carres qui se presenteront. 
affecte de coefficients de m&me signes, sera constant. Ce nombre est ainsi 
un veritable invariant pour l’ensemble des formes &quivalentes par des substi- 
tutions reelles. Maintenant voici le premier theoreme qu’il faut etablir, pour 
traiter les equations ä coefficients imaginaires. 


1. 
Soint A = 2-0, Y=y-iy',.... U=u--iu, n variables ima- 
ginaires, 2 designant Y{’1, ee N —r—ir, Y,=y-—iy',... U,=u— iu 


leurs conjuguees respeclives, la forme quadratique suivante: 


En 
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= A,(a, X 4.7 + . +4, „U) 

7 Y,(@,X+ 0.1 ++@,0) 

R* 

+ U,(a,,Ä+ 4,2 -- Fr + d,. „Ü) 
sera evidemment reelle en mettant en evidence, x, y, ... u; «, De 
si les constantes @,, et, sont des quantites imaginaires conjuguees, ce 
qui suppose reelles @, ,,. @&as ».. @,„. Sous cetie condition nommons: 4 
Ars Azy ».. Ans les determinants qui suivent: 


4, dr A; 
dı,ı 4a 


d,=4. = , s=|G, 4, 4,;5|, 








d; 1 d» 2 


a 








d;,, 42 43 


d,,ı d,.2 ... dı,n 

dr, A22 +. dan 
A, — e 

d,ı 4,2 ... 4d,n 








et qui sont pres le terme principal, ayant le signe +. Tous ces determinants 
sont reels, car ils se reproduisent en meltant les colonnes horizontales ä la 
place des colonnes verlicales, ou «a, , au lieu de «a, ,; ce qui revient a chan- 
ger dans les elements y—i en —y—1. Cela elant, si l’on fait evanouir les 
rectangles de la forme p par une substitution reelle, le nombre des carres 
qui se presenteront avec des coefficients posilifs, sera double du nombre des 
termes positifs de la suite 


ae 4, 
er TE 2 


2 





dh; 


et le nombre des carres multiplies par des coefficients negatifs, le double 
du nombre des termes negalifs de la m&me suite. On voit par ce theoreme 
que les formes telles que 9, se comporlent comme des formes a un nombre 
d’indeterminees moilie moindre; ce qui est surtout important pour l’Arithme- 
tique; comme je l’ai d&montre dans la theorie nouvelle dont j’ai fait dependre 
la decomposition des nombres en quatre carres. Mais la notice de ce genre 
de formes, me semble egalement indispensable pour arriver au iheoreme suivant, 
qui est un theoreme fondamental. 


2. 
Soit: F(2) = Az" -+ Be’... + Kz-+L==0 une equation dont les 
coeflicients sont des quantites imaginaires quelconques, et u, b,c,... &k 








| 
X 


3. Hermite, letire a Mr. Borchardt. 41 


ses racines; nommons A,. Bu, ... K,. Lu. les quantites conjuguees de 
A,B,... K, L, et posons F,(z) = A, 2’ + B,z""+..- + K,z-+L,. La 
forme quadratique suivante: 





(2-+-ay- ++ au) 





TEE EN rer -+ ky Tr anlage? 
Aut 77777 277 Kea A E 


fonction symetrique des racines «, db, ... Ak, sera toujours reelle, et jouira 
de cette propriel@ que si l’on fait @vanouir les rectangles, le nombre des 
carres affectes de coefficients posetifs, sera egal au nombre des racines. 
a, b, .... k, dans lesquelles le coefficient de ? sera posifif, et le nombre des 
carres affecies de coeflicienis neyutfs egal au nombre des racines dans les- 
quelles le coefficient de ö est neyaltıf. 


Pour le demontrer, je vais introduire, comme plus haut, les indeter- 
minees imaginaires conjuguees: Ä—=xr-ir, A=r—ir, Y=y-iy, 
Y,=y-—iy,... U=u-i, U,—=u-— iu‘, et en posant pour abreger, 
Ka)—= X-+aY+.-+a "U, (a)—= A,+aY,+.-+a""U,, je conside- 


rerai la nouvelle forme 











i i N N 
on 9 .O! Bi, .OUNO.K) 
Pe rar dA) Far VAN tr RAM 


ı 
= Sala) 0 (a) O,(a). 





En designant par p' ce que devient Y, lorsqu’on met &, y’, ... , au lieu 
de z,y,... u, on aura evidemment: P=9--y'; mais il sera beaucoup 
plus facile de raisonner sur cette forme $&, que sur g, qui contient un nombre 
d’indeterminees deux fois moindre. Pour demontrer en premier lieu la realite 
des coeflicients, je remarquerai que les racines de l’equation F,(2)=0, seront 
les conjuguees, @,, du, ».. Au, des racines de la proposee, de sorte qu’on 
aura par la decomposition en fractions simples: 


9 (a) 73 9 (a,) 9(b,) 3. APR (k,) R 
Fiaa (c—a,)F' (a,) 23 (a—b,) F'(b,) 200% (a—k,) FF, (k,)’ 











d’ou cette expression de $, savoir: 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. LIl. Heft 1. 6 
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DONE LER i9 (a) 9 (a,) 9(b,) G(k,) N 

PD (a—a,)F'(a,) % (a—0,)F'(b,) Fa (a—k,)F'(h,) 
‚ 29,(b) | 9(a,) ob O(k,) 
"Fo \o-a,)F,(a,) T (—b,)F\(b,) TR ya 5 AB) 
+ 
‚ 9, (k) 9(a,) (d,) | 
"F'(h) ass, % (k—2,)F'(b,) um ER in (h,) 

Or, en reunissant les termes contenus dans une m&me colonne verticale, on 
—i0,(a) 9 (a) 








trouvera de süte P=> ‚ ce qui est bien l’expression primilive, 


F(a,)F,(a,) 
dans laquelle on a change +2 en —.. 


Ce premier point etabli, je fais la substitution suivante: 


Bi) 2.0 Mi Rh) 
Pa 0 een 
I, (a) = 9,(b) 9,(k) 


em — — | 





Fa) on Fr) ui IE Fk) Uns 
Set &, nel rn ».. v et v, etant des variables imaginaires conjuguees. De 
la resultera evidemment une substitutlion toute reelle, entre les elements reels 
des indeterminees Ä\, Y,... Üet5,n,...v, puisque le systeme des &quations 
posees ne change pas en mettant —? au lieu de +2. Ainsi, lorsqu’on fait 
evanouir les rectangles, le nombre des coefficients des carr&s qui ont un signe 
donne, sera le m&me pour la forme & et la transformee en 5, 7, ... v, savoir: 


RED 
Er iS r a—b, gr a—k, 

















Or il est facile Al a celte transformee le theoreme (1.), et 
d’obtenir le terme general de la suite 





Pe Ba A, 
#1) A, ’ 4, e) Ka Ze As, 
Je considere pour cela m des carres a, d, ... Ak, que je designerai par 
. r . a7 u’ 
a, b, .... fs 9; le rapport de determinants z_ ., sera la valeur de : qu’on 
m—l1 


lirera des &quations lineaires 
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ig ih 5 RER 
u: nun 7 Er ML ET, u 


On 








nn. Bir ara Tri Tn BL ALL IF TI TB 4A Ke IE BEIDE VE ITE WE WB 


vE ‘g 4. . iu aan u 
J—4, ' EX Pr; T J—9 FE 


dans I’hypothese particuliere que les seconds membres, ä l’exception de uw, 











soient nuls. 
Or on satisfait a ces equations de la maniere suivante. Soit: 




















II(z2) = (2 — u) (z—b)...(2—g9), Ih2)= (2 —a)(2 —b,)... (7 — 9). 
on fera: 
;e — 2a) | Be ee. a) 
- —— D,(a,) Ka,—a)II'(a) alprih. 6 (a, —g)I'(g)) 
ee EIL,() n' IT, (b w“I,(g) \ 
A IE, (b,) enemgt 17 m b) Br ‘17 —)II(g))? 











ee II(g,) E II, (a) | 7 II,(b) 4 Be N w' II, (g) 











IT, (g,) Kg —W)IP'(a) | (9, —b) IT (b) (9, — gl (y) 
ce qui donnera de suite pour le cas particulier qu’on a en vue w11(g,) I, (9) 
. ' 1, ih e* L( a ’ (—y) I, 1, )/I(g) ’ 
„Mm L T o\g 
done: re 0 —?(9,— 9): Norme re quantite qui a precis@ment le 


siene du coefficient de 2 dans la racine g. Ainsi les coefficients des carres 
dans la forme 7, ou dans la forme #, lorsqu’on aura fait evanouir les rectangles, 
offriront un nombre de termes positifs et de termes negalifs, double du nombre 
des termes positils et negatifs de la suite 

(a,—a), 2 b,—b), ... kn —k); 
done ä cause de la relation PD=gp--gy', le nombre des coefficients des 
carres qui offriront un signe donne, lorsqu'on fera evanouir les rectungles 


dans la forme y, sera egal au nombre des termes, ayant ce meme signe, 
dans la serie des coefficients de i des racines a, b, ... Kk. 





3. 
Les resultats precedents sembleront sans doute inapplicables dans la 
pratique, ä cause de la difficult@ d’evaluer les fractions symetriques des racines 


qui se presentent pour les coefficients de la forme quadratique y. Mais ce 
6* 
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n’est Ja qu’une difficult@ apparente, comme Vous allez voir. Reprenons l’ex- 


ay- rau), et faisons la substitution 





i 
> n d -_ # 
ressıon p = 5 ; T 
pP / F, (a) Fa)‘ 


suivante que m’a suggeree la notion des formes adjointes, telle que je l’ai 
indiquee dans une de mes letires ä Mr. Jacobi (tome XL. p. 263 et suiv. de 
ce Journal) sur la theorie des nombres. 


Posons: 





1} dp EN i dp — 6% ] dp — 
> =—— Zıra —— _ 1a . Pr . 5 ee, ZT 
. dr es “ dy " - du 


Un caleul extremement simple, montre que si l’on designe par 5 (a). $(b),... &(A) 








\ F(z) F(z F(z 
ce que deviennent les quotients - > i n, he 2 quand on y rem- 
u Zu Zn v 
| z“ par z,, on obliendra la transformee: $ —= sea 
place 2“ par z,, a la transformee: =: sla)y“. 


Or celte transformee qu’on peut subslituer pour notre objel ä la forme y, 
s’evalue immediatement et sous forme explicitement reelle, au moyen des 
coefficients de l’equalion proposee #'(z)=0. Considerez pour cela l’expression 
F,() Fi)  F'@) 


> .„ ou 2 et 3’ sont deux variables distinetes. elle se trans- 
F'(a) s— ua !—a 








forme successivemen! de la maniere qu’expriment ces relations, savoir: 


>} 
IF'(a) s—a !—au 


F,(a) F(z) Fi!) 


ten F x) EF'z' } yF (a) | 


Fra) (3—u)(2'—a) 
F(z)F(z') „ F, («) 1 1 F(z2)F(z’})/F, (2) F,(z) 
en ‘ (; a Vz -) in ( ) 


— Pr - m 
v1 — 2 IF’ (a) 


F2) F@ 














m 





. F(z') r, (2)— F(z) F, (2') . 


ge _ 


nn. ad 


Ainsi la transformee %, sera ce que deviendra l’expression evidemment 
;F@)F,@)— F@)F,(@) 





reelle: — Sn .„ quand, apres avoir eflectue la division, on 
remplace successivement, *, 2%, 2, .... 2", puls 2", 2,08 ,...8" , 


} ! 


Par 295 215 325». &n_1. Soit par exemple F'(z) = az’ +b2z-c-+id’-b'2-c), 
4 i i l N ] | Far} 
on trouvera: 





} —:2 — (ab! — ba‘) zz’ + (ac! — ca')(2-1-2’) +be' — ch’ 


et par suite cette expression de 


5:45 = (ab — ba‘) 37 +-2%(ac! — ca')2,2, + (be! — eb’) 2;. 
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Cette methode pour obtenir la forme #, et les rapportis de cette forme 
avec les racines de l’equation #'(z)=0, etant bien etablis, voici les premieres 


consequences a en lirer. 


4. 

Soit D, le coefficient de ? dans l’expression p(x=-+-?y), ou y esi une 
fonction ralionnelle a coefficients r&eels ou imaginaires. Si l’on considere x 
et y, comme deux coordonnees rectangulaires dans un plan, l’equation P—V. 
represenlera une courbe, relativemen! a laquelle nous distinguerons dans ce 
plan, deux regions differentes. Je dirai que les points dont ces coordonnees 
substituees dans la fonction P, la rendent positive, occupent la region posi- 
tive, et que ceux qui la rendent negative. occupent! la region negative. Üela 
pose, representons g&omelriquement chacune des racines imaginaires, «a,b, ... k, 
par un point dont l’abscisse et l’ordonnee seraient la partie reelle et le coef- 
ficient de ? de cette racine. on pourra determiner combien de points ainsi 
obtenus, se trouvent dans l’une ou l’autre des regions que nous avons definies. 
En effet, si l’on elimine 2, entre les equations Fiz)=0, u—y(z), l’equation 
en u, aura pour racines, (a), y(b), ... p.A); ainsi la forme quadralique. 
deduite de cette &equation, conduira a determiner le nombre de ces racines- 
dans lesquelles le coefficient de 2 a un signe donne, et par consequent le 
nombre des racines, a, b, ... %, de l’equation proposee qui occupent la region 
positive ou nögalive, relativement a la courbe P =. 

Soit pour premier exemple, (2, = (3 — S— in: les cocffiecients de 
: dans les racines de l’equation en %, nous condnisent alors au nombre des 
racines de l’&quation proposee F'z — 0, qui sont renfermees dans l’interieur 
d’un rectangle,. ayant ses cötes paralleles aux axes coordonnes. Designons 
par ($,n), le nombre des termes positifs, contenus dans les coefficients des 
carres apres l’evanouissement des rectangles, lorsqu’on opere sur la forme 
quadratique relative a l’equation en w, l’expression 


4 In, n) x ($,; N) — (5, No) 47 (50 7} 

representera precis6ment le nombre de ces racines qui sont contenues dans 
le rectangle, ayant pour coordonnees de ses sommets les points: 2—S8, y=n, 
sh, y—n, te, y en, r=&,y=n. En effet, si l’on repre- 
sente l’une quelconque des quantites a, db, .... k par x-iy, le coefficien! 


de 2 dans les racines u, sera: (e— S)\(y—n), done n($,n). sera le nombre 
des quantites ©, y, contenues dans les deux angles opposes par le sommet. 
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ayant les cöt6s paralleles aux axes coordonnes, et pour l’origine le point 
2—=f&, y=n, l’un de ces angles ayant ses cötes paralleles aux directions 
positives des axes. La difference n(S,n)—n($,,n) representera dans l’interieur 
des deux paralleles 25, £ = $,, l’exces du nombre des racines, dans les- 
quelles y est > n, sur le nombre des racines dans lesquelles y est <n, 

’on a toutefois &,<Z$&, et on en conclut de suite la formule ci-dessus, en 
considerant une nouvelle ordonnee 7,<{n, et reiranchant les deux differences: 
n(&,n)— (5), IE, N) — TE: No). 

Si nous prenons en second lieu, p(z) = Pr’ 0z-R, la forme 
quadratique relative a l’equation en w, donnera le nombre des racines qui 
sont dans l’interieur, et le nombre des racines qui sont ä l’exterieur d’une 
hyperbole &quilatere, plagee dans le plan d’une maniere quelconque. Enfin 
nous remarquerons les propositions suivantes: 


1°. Soit n(T) le nombre des termes positifs contenus dans les coefficients 
des carres, pour la forme quadratique relative ä l’equation Fz2--{) = 0, 
la difference n()— n(S,) sera le nombre des racines a, b,... k, 
dans lesquelles le coefficient de ? est entre les limites [, &. 


2°. L’expression semblable n(£)—n({,), relativement ä l’equation 
F(—%k) = 


donnera le nombre des racines dont les parties r&eelles sont entre les 


“» 


limites C, Ss 





fr . b) r . ‘» 2 i “ns 

3°. Relativement a l’equalion F(t Er)—0, n(Ö) sera le nombre des 
racines dont le module est moindre que L. 

En general on trouvera ce nombre des racines contenues dans l’interieur de 

courbes fermees, si la fonelion Y est le quolient de deux polynomes du 


meme degre. 


>. 

:0°(a) 
FF, (a) F'(a) 
de l’equation F\2)=0, ou HKa)= x +ay-++--+a”'u, et qui m’a conduit 
sans aucune consid6ration de continuit& aux cas precedents du theoreme de 





La forme quadratique Z ,„ composee avec les racines @, b,... k 


Mr. Cauchy, est susceptible d’une transformation remarquable, par laquelle 


nous allons retrouver les enonces me&mes de l’illustre geometre. Soit: 


Fi2)=pf(z) +rıfi( 2), F,z)=gf)+ nf(2); 
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P; Pı, 9; 91, etant des constantes quelconques, telles cependant que les degres 
de F et f, soient egaux. Nommons: «, ß, ... x, les racines de l’&qualion 








f(z)=0, et representons par w le determinant je dis qu’on aura 


1 
cette equalion: 


6*(a) 0°(b) 6°(h) 
Far) T F, (0) F'(b) Er T F, pr 




















: 0% 

= zer T rd) f'(P) ar f: EYAG N 
Designons respectivement par et g’ les deux formes 
6°(a) 0°(«) 
Fa) (a)? Fila) f'(e)’ 
par 4 et S', leurs Invariants, par x et x’ leurs formes adjointes. Comme je 
l’ai remarque dans une de mes lettres a Mr. Jacobi sur la theorie des nombres, 
les Invariants de x et xy’, seront 4”-', 4'"-!, et leurs formes adjointes: I", 
et Sp". Cela pose, et d’apres la definition m&me que j’ai donnee des 
Zicke 
ve 
par les expressions symboliques 

F(z') F,(2)— F(2) F,(2’) fe) F(J— fl) f,(z' 

2 —2z, u; 21 
Or les relations #2) =pflz2)+ pıfı(2), Filz) = gf(z)-4 yıfı(z), font voir que 
la premiere est le produit de la seconde, multipli&e par le determinant w. 


= 








formes adjointes, les formes, sont representees en vertu du theoreme (4.) 














Ainsi, nous avons deja: z — o#. De cette equation identique, on conclut 
d’abord, en @galant les Invariants des deux formes 2, et 0%: 
— u, ou: JS = w"Al. 
En egalant ensuite les formes adjointes, il vient: 
a ee 2 ou: = oT, et par suite: = —p*) 





1 
*) Remarquez que T=AF, (a )F,(b)... F,(k); c’est dont la fonclion qui provient 


de l’elimination de 3 entre Fz=0, F,3=0. On peut l’obtenir sous forme de determinant, 
F(z') F,3—Fz Fa 





1 
puisque z et l’Invariant de la forme representee symmetriquement par 


„! 5 
a 
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Je vais faire usage de ce resultat, en supposant: #z)= fix) - fi(2), 
Fiz)=flz)—ıf\z), f et fi etant des fonctions reelles dont la premiere soit 
de degre n, condition qu’on peut toujours remplir, en multipliant. si cela est 
necessaire. F', par une constante imaginaire. Dans ce cas l’identite: 




















ie _16“(«) + 0b) Rn‘ i0°(k) 
F(a)F'(a) !' F,(b) F'(b) 1 F(k) F'(h) 
IR = ae 5 Au _6*x) | 
2a KAT 
ou &, P, ».. %, sont les racines de l’equation reelle f2)=0, conduit a 


ces Iheoremes: 

Nommons pour abreger: ı et v, les nombres de termes posilifs et 
negatifs que presentent les coefficients des carres de la forme y, apres l’eva- 
nouissement des rectangles. D’apres mon theoreme fondamental, 7ı sera le 
nombre des racines de l’equation F(z)= 0 dont le coefficient de 2 est positif, 
et v, le nombre des ces racines dans lesquelles le coelficient de 2 est negatif. 
Or ces deux nombres vont recevoir une acceplion nouvelle. La variable 2, 


f2) 
en s’evanouissanl du positiv au negatif, plus le nombre des couples de racines 
imaginaires de l’equation f(z) = 0, et v, le nombre de fois oü le meme 
rapporl. passe en s’evanouissant du negalif au posilif, augmente encore du 


croissant de — x a -—- x, 7r sera le nombre de fois ou le rapport passe 


nombre des couples de racines imaginaires de la m&me equalion. 
Supposons en premier lieu les racines, @, P, ... %, toutes reelles; 
on pourra faire evanouir les rectangles de y, par la substitution 
de) - MB) . d(x) , 
: =— Ä, — nn Y, . . nn — Ü, 
f"(«) (B) I'(#) 
ce qui donnera la transformee: 
['@) p: lt) Y?ı . f'(x) [? 
De m, "u 
fix) 


Or en s’evanouissant par ex. pour 2==«, le rapport f6)° passera pour des 
‚(2 








valeurs croissanles de la variable, du positif au negatif, ou du negatif au 
u] 
ep . .ır 102 ... ‚ . u, 
positif, suivant que la quanlite Kiel. sera posilive ou negalive; ainsi dans ce 
‚(®) i 
cas les nombres z et v, ont bien la signification indiquee. 
En second lieu, supposons la presence des racines imaginaires, et 


soient par exemple, « et 9, deux racines conjuguees. Relativement ä ces 
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deux racines on fera: 














MO Z=AXHYr, AZ = X-iY, 
(fl) f'(«)) KAFE) 
ce qui donnera: 
0°(«) 0°(B) Et 3X? _ JyY: 
OL KCHA ACT Cem | 


Ainsi en general (toutes choses Egales d’ailleurs) deux racines imaginaires 
conjuguees, donnent lieu a la difference de deux carres, lorsqu’on fait evanouir 
les rectangles par une substilution reelle; ce qui donne bien la significaltion 
altribu6ee aux nombres z et v. On en conclut que la difference an —rv, sera 


’exces du nombre de fois oü le rapport 2 passe en s’@vanouissant du po- 
1 nu 
sitif au negatif, sur le nombre de fois ou ce rapport passe en s’@vanouissant 
+® f(x 
du negatif au positif. Ce sera done l’indice integral J ee 
a gie 


sente par suite la difference entre le nombre des racines de l’equation #2) — 0. 





qui repre- 


dans lesquelles le coefficient de 2 est positif, et le nombre de ces racines, 
pour lesquelles ce coefficient est negalif. Celte remarque. faile deja par 
Mr. Sturm dans son memoire sur le theoreme de Mr. Cauchy, a les con- 
sequences que nous allons indiquer. 


6. 
Considerons une courbe fermee Ü, rapportee a des axes reclangulaires, 
r . | N 
et dont les coordonnees s’expriment par les formules x — En hr 


les fonctions %, 9, $ı, &@tant entieres. Je supposerai qu’en faisant croitre { 
depuis — © jusqu’a +00, on oblienne, en revenant au point de depart, tous 
les points de cette courbe. Cela etant, j’observe que le theoreme de Mr. 
Cauchy, pour un conltour quelconque, est &vident lorsqu’on l’applique ä 
’equation z= 0. II suffit en eflet d’un peu d’altention pour reconnaitre 
qu’en suivant la courbe Ü', toujours dans le m&me sens, jusqu’ä ce qu’on 


. [1 r = r . 
revienne au point de depart, le rapport nat passera, en s’@vanouissant, autanl 


de fois du posilif au negatif que du negalif au positif, si l’origine des coor- 
donnees est dans son interieur. Au contraire, si l’origine se trouve en dehors, 
ce rapport passera en s’evanouissant, deux fois de plus du positif au negatif 
que du negalif au posilif. Cela pose, un simple changement d’origine, en 


- 
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rapportant la courbe ä de nouveaux axes, passant par le point 2 —=«, y=Bß, 
permettra d’elendre le theoreme de Mr. Cauchy a l’equation s— a — 29 —0. 
De la resulte que nous pouvons immediatemant determiner l’indice integral 
relatif ä toutes les @quations imaginaires de la forme 
EIER . 
OT —- le TIM = 0; 

et par suite, l’exces du nombre de leurs racines dans lesquelles le coefficient 
de ? est positif, sur le nombre de leurs racines dans lesquelles ce coefficient 
est negalif, cei exces etant zero ou deux, suivant que le point &—=«, y=ß, 
est exterieur ou interieur aA la courbe EC. Cela pose, faisons dans l’equation 

u, (!)-+ip,(f) j ch 
proposce F(xz)—=0, 2—}! rn ,„ en appliquant ce qui precede au re- 

Al 

sultat de cette substitulion dans chacun des facteurs simples, 3 — a, 2 —b,... 





z—k, de F(z), on arrive ä celte proposilion: 





L’exces du nombre des racines de l’equation FETT) — 0, dans les- 


quelles le coefficient de 2 est positif, sur le nombre de ces racines dans 
lesquelles ce coefficient est negalif, est egal a deux fois le nombre des 
racines 4, d, ... 4, de l’equation F{2)=0, qui sont renfermees dans 
l’interieur de la courbe C., Ainsi en designant par « ce nombre, et en 
nommant P et N, le nombre des termes positifs et negalifs qui se pre- 
sentent dans la forme quadratique relative a l’equation en #, lorsqu’on a 

fait evanouir les rectangles, on aura la relation: v—=4(P—N). 
Voila ou je me suis arrete dans l’tude de cette decouverte si belle 
et si grande de Mr. Cauchy. J’ai ete amene A cette elude en grande partie 
par des recherches sur des questions arithmetiques, qui depuis l’annee 1847, 
ont appele mon atlention sur les formes quadratiques, composees d’une somme 
de carrös de fonclions semblables des racines d’une m&me e&quation. Aussi 
ais-je Eeprouve une veritable salisfaction a rattacher ä la consideration de 
ces formes, ces magnifiques theoremes de Mr. Sturm et Mr. Cauchy, qui 
ouvrent l’ere nouvelle de l’algebre moderne. Sous ce nouveau point de vue 
d’ailleurs, le fait de l’existence d’une infinite de sysiemes de fonctions jouis- 
sant des me&mes proprietes pour la determinalion des nombre des racines re&elles 
ou imaginaires, qui sont comprises entre des limites donnees, se presente des 


les premiers pas ei d’une maniere qui en fait mieux saisir le caraciere el 
l’imporlance. 
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Parmi les formes variees dont le theoreme de Mr. Sturm est ainsi 
susceptible, la suivante me semble la plus simple. Soit l’equation proposee: 
fix) =0; nommons f, la derivee de f, et designons, comme pr&cedem- 
ment, par (5) le nombre des termes posilifs de la forme quadratique qui 
elabumemeluhe 
fait evanouir les rectangles, le nombre des racines reelles comprises entre 
deux limites £ et &,, sera: nı(C) -- n(Üd,). 

Une analyse particuliere m’a donne pour la determination du nombre 


„ lorsqu’on a 





a pour expression symbolique 


total des racines reelles et imaginaires, cet autre theoreme. Soit, sous forme 
homogene, u =f(x,y) le premier membre de l’equation proposee, du degre n. 
Posons: u —=f(&,, Y,) et considerons l’expression 


1 du du, du ee) 
Lyy,—r,y dx dy, dy dx, 





En remplagant, la division faite, ©", 25 "Yos +»: 2uYb » Yo  d’une part, et 
de l’autre x”"*, z""y, ... zy””, y"”, respectivement par Ä, Y,... P, 
on obtiendra une forme quadratique (u); el relativement a cette forme, la 
quantite designee precedemment par z—v, sera le nombre total des racines 
reelles de l’equation #— 0), moins une unite. 

Soit # ce que devient « par la substitution 


z—=ıic-tuy, y-,krE+Wwy: 
les deux formes quadratiques () et (wu) seront equivalentes, et si l’on nomme 
Ä',Y',... V’, les indeterminees de (w'), la substitution pour passer de l’une 
a l’autre, s’obtiendra par l’identite suivante: 


(A,Y,..V)\a,y”” = (X, 7',...V)iet+hy, uc+ uy)”, 


ou, d’apres l’excellente notation de Mr. Cayley, 


LL..Nay— Ket+'T2 Ye y4..4y. 





Hyeres, 28 Janvier 1854. 
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4. 
Zur Theorie des Foucaulfsehen Pendelversuchs. 


(Aus dem Programm der Realschule zu Lippstadt von 1855.) 


(Von Herrn Dr. Lottner, Lehrer der Math. und Physik an der höhern Bürgerschule 
zu Lippstadt.) 





In den meisten populären Handbüchern der Physik, z. B. im Lehrbuche 
von Joh. Müller, findet sich das angenommene Gesetz der Drehung der 
Schwingungs-Ebene eines einfachen Pendels auf eine Weise ausgesprochen, 
als sei dasselbe ste/s vollkommen richtig. Auch die populären geometrischen 
Erklärungen und sinnreichen mechanischen Vorrichtungen, um Nicht-Mathe- 
matikern durch dieses merkwürdige Experiment eine Bestätigung der Um- 
drehung der Erde vor die Augen zu führen, beruhen alle auf der Annahme, 
dafs die scheinbare Drehung der Schwingungs- Ebene gleich der Um- 
drehungsgeschwindigkeit der Erde, multiplicirt mit dem Sinus der geo- 
graphischen Breite sei. Es scheint nicht uninteressant, den Gegenstand ge- 
nauer zu prüfen, um zu zeigen, innerhalb welcher Gränzen das ausgesprochene 
Gesetz eilt. und welche Gröfsen dabei vernachlässigt werden. 

Es sei Fig. 1. (Taf. I.) der Mittelpunct der Erde; AB der Meridian, 
in welchem das Pendel seine erste Schwingung vollendet; AC' die Lage von 
AB nach ? Secunden,„, D der Ort des schweren Puncts des Pendels zur 
Zeit #; r der Erdradius, BMC die Ebene des Aequators; DE —=z, MG =, 
FG=y; 2,, Yo, 2, seien die entsprechenden Coordinaten des Anhängepuncts P; 
«» die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde; 5 die geographische Breite = PMB. 

Auf den Punct D wirken zwei Kräfte: die Schwerkraft y in der 
Richtung DM, und die Spannung des Fadens PD =; beide werden durch 
die Centrifugalkraft modificirt. Man zerlege diese Kräfte nach den Coor- 
dinaten-Axen. Wenn DM=o gesetzt wird, so sind die Cosinus der Winkel, 
welche y oder DM mit den Axen macht: 


=. 
0 2 0 P ’ 
ferner die Cosinus derjenigen, die DP=1 mit denselben einschliefst: 


| 


Lu — X ae A 3, —% 








a Zur we 





En 
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Es haben also die Differentialgleichungen, welche alle Umstände der Bewegung 
ausdrücken, folgende Gestalt: 

















dx RR [;  Mxr—x,) 
ag o 1 . 
wy: Te ap) 
(1.) dt? 2 ci o 1 , 
. A a 93 __Alz—2,) 
Be. 0 1 


Die Coordinaten 2,, Yo, 3, lassen sich wie folgt, ausdrücken: 


Bu — (r+1)cosbcoswt, 
(2) /yo = (r+1)cosdsinwt, 
2, — (r-+1)sind. 


dx dy dz 
Multiplicirt man die Gleichungen (1.) der Reihe nach mit — riet 


und addirt, so erhält man: 


dr dx |, dy d’y + dz d’z 
3.) 772 ge tar dt Fr dt de 


-4(27 mtr yYlz :)-[ea-DE4H-wF+e- 22 ]- 


Aufserdem ist 


























(yon TE a) = 0 (ya—ayı) 
Da aber, in Folge der Gleichung (2.), 
an. man 
ist, so kann man dafür 
o(yR—? = - 703 = 2. = (@- ar -y) 3) 


schreiben. Addirt man diese Gleichung zu (3.), so ergiebt sich: 
dz d’x , dy d’y dz d’z d’y 
Er er 7 Pi. di N R m-°7) 


— La 444: 


E 











A d(r— 0 / an d(2z—2,) 
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Die Gröfse o läfst sich ohne erheblichen Fehler als constant betrachten; 
der Ausdruck in der eckigen Klammer ist das vollständige Differential von 


2)’ +Yy-y’+e-a) et; 


mithin der Null gleich. Man erhält also folgendes Integral der Gleichung (4.): 


3 Heer 


Um nun eine genauere Einsicht in die Bewegung des Pendels zu er- 
langen, verlege man den Anfangspunct der Coordinaten in den Aufhängepunct. 
Die neuen Coordinaten mögen &, n, & sein; die Ebene $, n sei die des Ho- 
rizonts. die 7 mögen in der Ebene des Meridians des Beobachtungs-Ortes, 
die 5 senkrecht darauf, die { in der Richtung der Schwere gezählt werden. 
Das neue System findet sich aus dem alten, wenn man die «-Axe um den 
Winkel w£, die y-Axe um den Winkel 5 dreht und den Anfangspunct um 
die Gröfse r--1 verschiebt. Dann erhält man, nach bekannten Formeln der 
analytischen Geometrie: 


— rsinwt — ycoswl, 


Un 


| 
| 


= zcoswfsindb--ysinwlsind — zcosb, 


6). SG = — rcoswt cosdb — ysinwtcosd — zsindo+-r-1, 
’ x — (r+1)cosbcoswt-$sinw! +ncoswtsind — Scoswicosb, 
y= (r-+1)cosbsinw!—$cosw? + nsin wisinb — Zsinwicosb, 


\ 


(r--1)sind —ncosb — Csindb, 


2 


Die Differentiation dieser Gleichungen nach / giebt, wenn die Diffe- 
rentialquotienten mit Accenten bezeichnet werden: 


9 —= «'sinwt — y'coswt+w(rcoswi-+ ysinwf), 
(x' cos®-+-y’sin wf) sinb — z’cosb — wsin b$, 
(2 cos wt--y’sinwf) cos b — 2’ sind-+ wcosbä, 


| 


(7) x" sinwt + y" coswt + 2w(x' cos wi --y’sinwt) — w°$, 
N —= (z"coswi-+y" sinwt) sinb — 2" cosb 

— osinb[x' sinw? — y’coswf) — wsinbä', 
p" —= (2 coswt + y"sinwt)cosd — 2”sind 


+ wcosb(x' sin wt — y'coswi) + wcosbä'. 


Die Summen in den Klammern lassen sich ebenfalls durch die neuen 
Coordinaten wie folgt ausdrücken: 
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x coswt--y' sinwt — n'sinb — Ü'cosb + wö, 
x sinwt— y'cosot = &—wf[(r-+1)cosb+nsind— Scosb]. 
Durch Substitution in (7.) findet sich: 


&" — 2" sinot — y" coswt + 2w (n' sind —L’cosb)-—- ws, 
7" —= (x" cosot-+y"sinwt)sinb — 2" cosb — Zwsin bg’ 
(8.) — o*sind[(r--1)cosd + nsinb — Ccosb)]. 


" — — (2 coswtl +-y"sinwt) cosb — 2" sin b+2w cosbg’ 


— a® cosb[(r +1)cosb + nsind — Scosb]. 
Es sind nun in die vorstehenden Gleichungen die durch (1.) gegebenen 


Werthe von z”, v'’, 2” zu setzen. Zur Abkürzung schreibe man bei dieser 
P] r 


4 ’ ’ i 
Rechnung statt 2 ir den Buchstaben «. Es wird sich auch, ohne erheb- 


lichen Fehler der Bruch . der Einheit gleich setzen lassen, da der Erd- 


radius die Pendellänge bei Weitem übertrifft. Die Gröfse 
(r+1)cosb--nsind — Scosb 

drückt die Coordinate x zur Zeit Z== 0 aus und werde deshalb kurz durch 

bezeichnet. So ergeben sich, nach einigen leichten Reductionen, folgende 

Differentialgleichungen des Problems in den Coordinaten des Beobachtungs- 

Ories: 

— us +20 (n'sinb — Ü'cosb) -- w*£, 


— un — 20 sin bE’ — @* sin ba”, 


(9.) N 


| 


— uS-+g- 2wcosbi' — w’cosbx”, 
welche, wenn = 0 gesetzt wird, vollkommen mit denen des Keyelpendels 
übereinstimmen. 
Es findet sich leicht ein Integral, welches der Gleichung (5.) ent- 
spricht, nämlich: 
(10) ++ = C++ +2). 
In der Gröfse &”’ =rcosb + (1 — {)cosd--nsind überwiegt das ersie 
Glied. Vernachlässigt man auch 5 dagegen, so zeigt sich, dafs das Quadrat 
der Geschwindigkeit des schwingenden Punctes gleich ist dem Quadrate der- 
jenigen Geschwindigkeit, die derselbe haben würde, wenn die Erde sich nicht 


drehte, vermehrt um das Quadrat der an dem Beobachtungs-Orte Stait füindenden 
Umdrehungsgeschwindigkeit, d. h. 





(11) v“ = C+2%39S- w’rcos’b. 








Ss 
lo 7’ 
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Um nun das Gesetz der Drehung der Schwingungs-Ebene zu erfahren, 
multiplicire man die erste der Gleichungen (9.) mit 7, die zweite mit 5, und 
subtrahire. Dies giebt: 





‘ cn m Be (n&' — £n') h co - / I zen Val 2 i 
(12) ni" — in" —=d "rg 2w sind (nn! +- 55) —Rwng cosb— w cosbsz. 


Man führe jetzt Polarcoordinaten ein. Es sei (Fig. II.) P der Auf- 
hängepunct, AB=1—{5, OC=n, BÜ=35. OB=.a, der Drehungswinkel 
COB=y, OP4A=%9. Dann ist n=acosp, S=ausinp, S=1c0s9, 
a—15sind. 


Nach diesen Substitutionen verwandelt sich (12.) in 





da’! ‘ du? MM a . 
(13.) Fr. — wsindb Ir — 2wnf cosb — w’ cos bFz. 


Die Gröfse Ü, welche die Componente der Geschwindigkeit des ma- 
teriellen Puncts nach aufwärts ausdrückt, läfst sich unbedenklich vernach- 
lässigen. wenn das Pendel nur eine einigermafsen beträchtliche Länge hat. 
Man sieht hieraus auch den Grund. warum der Versuch mit einem kurzen 
Pendel nicht gelingen würde. 

Wir betrachten zunächst die beiden Fälle, wenn = 90° und 5 = 0? ist. 

1) Im ersten Fall erhält man: 

ey = wa-+C. 

Die Constante verschwindet, weil g' beim Anfange der Bewegung 
schon gleich » ist; es folgt daraus g9—=w/. Das Gesetz ist also für den 
Pol, da auch das vernachlässigte Glied 2wn{'cosdb von selbst verschwindet, 
strenge richtig. 

2) Im zweiten Fall ergiebt sich: 


da?! FR 
PT =— W N . 
dt er. 





y' ist im Anfange der Bewegung hier der Null gleich. Wird also w"5n 
weggelassen, so ist p’ für ein beliebiges £ immer Null, d.h. das Pendel ver- 


ändert seine Schwingungs-Ebene durchaus nich. Am Aeyuator ist also 
das Gesetz nur dann gülliy, wenn die verticale Geschwindigkeit und 
das Quadrat der Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde in der Enifer- 
nung 1, multiplieirt mit dem Producte der beiden Coordinaten' in der 
horizontalen Ebene vernachlässigt wird. 





| | | 
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3) Um für die übrigen Fälle die Gröfse des Fehlers zu schätzen. 
nehme man an, dafs z—= rsind—ncosb-; (1 —{)sind sehr wenig von rsind 


verschieden sei. Dann erhält man: 
o’rcosbsinb f‘. 
Sdt. 


(14) g' = wsind — ; 


da 





y' drückt die Geschwindigkeit in der Drehung der Schwingungs-Ebene aus: 


A "rcosbsinb f!. 
die Gleichförmigkeit derselben wird durch das Glied — = —, m Seat ge- 





stört. Man berechne die Änderung dieser Geschwindigkeit nach einem vollen 
Pendelschlage. Zu dem Ende sei 7 die Zeit, in welcher derselbe vollführt 
wird; nach Verlauf derselben sei g'-++ Ay’ aus y' geworden, die Gröfse 
a—1sin$# wird denselben Werth wie zu Anfang der Schwingung wieder 
erlangt haben. Es ist also 

(15) Iıd= — 


wo’rcosbsinb f'* z 
2 m? be) ’‚“ 
1’sin’, 


4,+T, 
Das Integral / "dt drückt den Flächen-Inhalt der Curve aus, deren 
1 





Abseissen Z und deren Ordinaten & sind. $ wird, wenn # zwischen /, und 
/,+4T sich bewegt, bis Null abnehmen, alsdann zwischen 4,-- 47T’ und ,+T 
negativ werden und beinahe seine frühere Gröfse wieder erreichen; wie es 
(Fig. III.) zeigt. Das Integral wird sich also wenig von der Differenz der 


beiden Dreiecke ABC und CED unterscheiden. Dieselbe ist — 4 T.450 





oder gleich — 4+T 4.1 sin9,sing = — 4T1sin 9,cospAY,. Durch Substitution 
dieses Werths in (15.) erhält man: 
Iyg' __ ,„+wrcosbsindbTecosp 
Cam) Ip = Isind, 





Die Gröfse w’rcosdbsind ist, wie leicht zu sehen, die Centrifugalkraft 
am Beobachtungs-Orte, projieirt auf den Horizont. Es läfst sich also zum 
Schlusse, das Resultat der Untersuchung in folgender Form ausdrücken: 

Die Änderung in der Geschwindigkeit der Drehung der Schwin- 
yungs-Ebene während einer vollen Pendelschwingung (die nach dem 
gewöhnlichen Ausdrucke des Gesetzes Null wäre) verhält sich zur 
Änderung des Drehungswinkels während dieser Zeit, wre sich der 
vierte T'heil der an dem Beobachtungs-Orte Statt habenden, auf den 
Horizont projieirten Centifugalkraft, multiplicirt mit dem Produete 
der Dauer der Schwinyung in den Cosinus des Drehungswinkels, 
zur halben Länge des Pendel- Ausschlages verhält. 
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Übrigens ist, für eine nicht allzu genaue Beobachtung, diese Correction 
von geringer Bedeutung; theils wegen ihrer Kleinheit, theils weil sie in Folge 
des Factors cosp ihre Zeichen ändert und sich deshalb die Fehler während 
eines Tages compensiren. Am gröfsten ist sie unter der Breite von 45, zu 
Anfang der Bewegung. 

Zum Beleg der Rechnung will ich ein numerisches Beispiel hinzufügen. 
Bei einem 30 Fufs langen Pendel, das unter einem Ausschlagswinkel von 
4 Graden in 45 geogr. Breite schwingt, ist 

T — 3,07812 Secunden, 
Ho’ rcos45’sin45’ — 0,01364 Fuls, 
30sin 4" — 2,09269 Fulfs, 





also 
Iy' = +0,.020069 cos p4y. 
Daraus folgt, dafs für = 0": 
po —= 5”. sin 45" + 0,020069. 3,07812.15” ist. 

Während also die Geschwindigkeit der scheinbaren Drehung, oAne die 
angeführte Correction, 10.6066 Bogensecunden in einer Zeitsecunde betragen 
würde. würde sie, nö? Berücksichtigung derselben, die Gröfse von 11,5333 
Bogensecunden haben. 


Lippstadt, im März 1855. 








>. 
Die Arithmetik der Chinesen. *) 


(Von Herrn Dr. K. L. Biernatzki, zu Berlin.) 





E: ist unbestritten, dafs der Compafs und die Buchdruckerkunst, zwei 
Erfindungen, welche einen unberechenbaren Einflufs auf die modernere Civi- 
lisation des Abendlandes ausübten. den Chinesen eher bekannt waren. als den 
Völkern in Europa. Aber nicht so leicht wird man einräumen wollen, dafs 
die Söhne Han’s auch in Bezug auf abstracte Wissenschaften in mancher 
Hinsicht vor den Culturvölkern der Gegenwart einen Vorgang hatten, und dafs 
ihre Weisen, früher als unsere Gelehrten. Probleme löseten, die man allein unter 
uns zur Sprache gekommen und erledigt glaubt. Dennoch verhält es sich so. 
Das in mehr als einer Hinsicht merkwürdige Volk der Chinesen, welches. 
sammt seinem Nachbar, dem Japanesischen, das älteste Culturvolk auf Erden 
ist. hat zu einer Zeit. wo über das Abendland noch die Schatten geistiger 
Finsternifs ausgebreitet lagen, bereits in den Wissenschaften, die es allein 
mit dem Gedanken und Gedachten zu {hun haben. Resultate zu Tage veför- 
dert, und Fortschritte gemacht, die ihm das Recht auf Ebenbürtligkeit in dieser 
Beziehung mit jedem andern eivilisirten Volke sichern. Erst den neuesten 
Forschungen über China verdanken wir diese Kunde und Einsicht; und wenn 
wir bier nachzuweisen versuchen. wie die Chinesen schon eine fertige Wis- 
senschaft der Arithmetik besaflsen, als im Abendlande dafür noch kaum die 
ersten Grundregeln gefunden waren, so sprechen wir damit die Erwartung 
aus, dafs eine nähere Bekanntschaft mit der mehr als tausendjährigen Weis- 
heit jenes Volks auch für andere Wissenschaften wahrscheinlich dieselben Er- 
gebnisse gewähren wird. 

Bekanntlich gewannen zu Anfang des siebzehnten Jahrhunderts römische 
Missionare Eingang und Einflufs am kaiserlichen Hofe zu Peking; und bei 
Gelegenheit des nach der Mitte desselben Jahrhunderts erfolgten Thronwechsels 





*) Als Haupiquelle hat dem Verfasser ein Aufsatz im „Shanghae Almanac for 1853 
and Miscellany,. printed Shanghae,” welcher überschrieben ist: Jottings on the science 
of chinese arithmetic, gedient. 


Sn * 
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ward dieser Einflufs zu einem fast alle Verhältnisse beherrschenden, und ward 
für lange Zeit dauernd befestigt. Während der Regierung des ersten Tartaren- 
kaisers wirkte der unermüdliche und unerschrockene Missionar Schaal unter 
den Chinesen. Unter dem nachfolgenden Kaiser Kanghi, der sich während 
einer 61jähricen langen Regierung als warmer Freund der römischen Mis- 
sionare bewies, kam Ferdinand Verbiest nach China, den der Kaiser alsbald 
zum Präsidenten des Collegiums für Astronomie ernannte. Der Vorgänger 
dieser beiden berühmten Jesuiten war Älrcer, welcher 1611 starb, und zuerst 
dem Einflusse abendländischer Wissenschaft am kaiserlichen Hofe Bahn ge- 
brochen hatte. Unsere Aufgabe ist es nicht, auf die Arbeiten dieser Männer 
näher einzugehen; wir gedenken ihrer nur, um darauf hinzuweisen, dafs durch 
sie die vorhandenen wissenschaftlichen Kenntnisse der Chinesen wesentlich 
bereichert und berichtigt wurden. Allein so viel Gewicht man auch auf diesen 
Umstand legen mag, wäre es doch unrichtig, anzunehmen, die Wissenschaften 
der Chinesen hätten überhaupt keinen selbstständigen, von fremden Einflüssen 
unabhängigen Entwicklungsgang genommen, und was Wahres an ihnen, ver- 
dankten sie allein den Europäern. So ist es nicht; und Dies, an der einen 
Wissenschaft wenigstens, der Aröfhmetik, durch Thatsachen nachzuweisen, 
dazu werden die nachstehenden, wahrscheinlich noch ziemlich unbekannten Mit- 
theilungen, auf Grundlage ursprünglich chinesischer Quellen, dienen. 

Der hochbegabte und in vielen Wissenschaften persönlich gründlich 
erfahrene Kaiser Kanghi zog nicht allein fremde Gelehrte, wie die oben 
genannten, sondern auch Männer von Geist unter den Chinesen, aus den ent- 
ferntesten Theilen seines Reichs an seinen Hof, und machte es ihnen durch 
die Freigebigkeit, mit der er für ihren Unterhalt sorgte, möglich, sich ganz 
ihren Studien hinzugeben. Unter diesen befand sich Einer, Namens Mei- 
Wuh-yan aus Hwuy-ischau: ein Mann, der nicht nach Ansehen und Ehre 
geizte, der sogar nicht einmal ein Anhänger der neuen Mandschu-Dynastie, 
im Gegentheil, der alten ny-Dynastie war, ein Patriot im eigentlichen Sinne; 
weshalb er während seines langen Lebens die Annahme eines öffentlichen 
Amtes standhaft verweigerte; jedoch ohne dadurch in der Gunst des Kaisers 
zu verlieren. Dieser zog ihn vielmehr häufig zu Rathe, unterhielt sich oft 
mit ihm über wissenschaftliche Gegenstände, und beförderte aus allen Kräften 
seine der Weisheit der Altvordern gewidmeten Studien. 

Mit grolsem Eifer hatte Mei bereits die Werke der älteren chinesischen 
Gelehrten durchforscht und sich mit ihrem Inhalt gründlich bekannt gemacht; 
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als er nun auch den Schriften der Fremden, welche die Jesuiten den Chinesen 
zugänglich gemacht hatten, seine Aufmerksamkeit widmete. Im Gegensatz 
mit der damals bei Hofe herrschenden und besonders von dem Kaiser selbst 
vertretenen Ansicht, gelangte er dadurch zu der Überzeugung. dafs man die 
wissenschaftlichen Verdienste der Europäer überschätze, dagegen die alte chi- 
nesische Weisheit und deren Ergebnisse vernachlässigt habe. Er behauptete. 
dafs von den durch die Fremden neu eingeführten Theorien, die bei weitem 
gröfste Mehrzahl bereits den Chinesen Jahrhunderte früher bekannt gewesen 
seien, und Dies nur aus Unkunde mit der heimischen Literatur übersehen 
worden sei. Diese anfangs das Erstaunen seiner gelehrten Zeitgenossen er- 
regende Behauptung suchte er durch eine reiche Sammlung von Cilaten aus 
altchinesischen Werken, welche er zusammenstellte, thatsächlich zu belegen: 
und diese Enthüllung, nachdem sie mehr und mehr als richtig anerkannt 
worden. wurde wahrscheinlich mit die Ursach. dafs die fremden Gelehrten nach- 
mals in der Gunst des Kaisers nicht mehr die erste Stelle einnahmen; wie 
früher. Dies erhellet zur Genüge aus einem vom Kaiser und seinen vor- 
nehmsten Rathgebern verfafsten mathematischen Werke. unter dem Titel: 
Leuh lerh yuen yuen (Näheres über dieses Werk weiter unten), bei dessen 
Herausgabe namentlich Mei sich emsig betheiligte. 

In einem der ersten einleitenden Abschnitte dieses Buchs wird. nach- 
dem die Verdienste von Ricci, Schaal, Verbiest und andrer Europäer ge- 
bührend anerkannt worden. die Frage aufgeworfen: woher stammten aber diese 
Kenntnisse der Fremden? und die Antwort war: sie hatten ihren Ursprung 
im Lande der Mitte und wurden nachmals über dessen Grenzen hinaus ver- 
breitet. Die geringen Kenntnisse über die Himmels-Erscheinungen, wie man 
sie zur Zeit der früheren Kaiser besafs, sind dafür Zeugnifs: und dafs Weniges 
von Dem, was damals niedergeschrieben wurde, auf die Nachwelt gekommen 
ist, hat darin seinen Grund, dafs die meisten solcher Schriften (zweihundert 
Jahre vor der christlichen Zeitrechnung) durch den zweiten Kaiser der T'sin- 
Dynastie, Namens Tschöin Vang oder Tsen /sch? Hoangti verbrannt wurden. 
(Der erste Kaiser der T'sin-Dynastie war T'schuang siang Vang, der 
90ste Kaiser von Chin. Da er aber nur drei Monate regierte und sein 
Nachfolger, der oben genannte Hoangfi, die Herrschaft der T'sin- Dynastie 
erst befestigte, so wird dieser häufig als der erste dieser Dynastie angeführt. 
Philipp von Macedonien, Hannibal und Antiochus der Gr.. König von Syrien, 
waren seine Zeitgenossen.) Jener zweite Kaiser nämlich liefs sämmtliche 
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alten chinesischen Schriftwerke deshalb dem Feuer überantworten, damit, wie 
sein Premierminister sich ausdrückte, „der Geschmack der Alten nicht über die 
neuern Einrichtungen ein Verdammungs-Urtheil sprechen oder gar die Politik 
des Kaisers tadeln solle’ Glücklicherweise aber übte damals bereits die 
chinesische Cultur einen nachhaltigen Einflufs über die gesammte bewohnte 
Erde, so dafs die Schriften chinesischer Gelehrten schon in fremde Sprachen 
übersetzt worden waren, ehe sie verbrannt wurden. So ist es gekommen, 
dafs die Fremden allein im Besitz dieser Kenntnisse zu sein scheinen, die 
doch ursprünglich Eigenthum der Chinesen sind. Und auf solche Weise wird 
in jenem Buche des Kaisers Kungh? nachgewiesen, wie alle Wissenschaft im 
Reich der Mitte ihre Geburtsstätte habe. 

In der That möchte man lächeln über derartige Deductionen, und sie 
für einen neuen Beweis chinesischen Eigendünkels ansehen, welcher allerdings 
eine hervorragende Eigenschaft des Volkscharacters ist. Allein eine genauere 
Erforschung der wirklich vorhandenen Schätze chinesischer Weisheit läfst 
keinen Zweifel. dals, abgesehen von der Richtigkeit oder Unrichtigkeit der 
obigen Beweisführung. die Chinesen doch schon in einer sehr frühen Zeit 
eine nicht gewöhnliche Kenntnifs, insbesondere mathematischer Wissenschaften, 
besafsen. Käme es blofs darauf an. den Inhalt der gegenwärtigen Kunde 
der Arithmetik unter den Chinesen nachzuweisen, so würde es genügen, 
einige ihrer Werke der Neuzeit anzuführen. Aber da es ausgemacht ist, dafs 
sie Manches sowohl den Jesuiten, als auch den Arabern verdanken, mit 
welchen letzteren sie zur Zeit der Ywuen-Dynastie in lebhaftem Verkehr 
standen. so mufs man eine Einsicht in ihre hierhergehörenden Kenntnisse 
während einer noch früheren Zeit zu gewinnen suchen; und dazu stehen ge- 
nügende Mittel zu Gebote. 

Einer gründlichen Bekanntschaft mit den Zahlen, deren Werth, Zu- 
sammenhang und Bedeutung, begegnen wir zuerst in dem Buche Tungy-kin- 
kany-muh, d.h. Allgemeine Geschichte von China, in welchem gesagt wird, 
dafs unter der Regierung von Hwang- ti, dieser Kaiser seinem Minister 
Lischau aufgetragen habe. das Aru Ischany, d. h. die neun arithmetischen 
Sectionen, abzufassen. Es werden diesem Kaiser auch viele Verbesserungen 
im Gebiete der Naturwissenschaften zugeschrieben; unter andern die Erfindung 
des Cyclus von 60 Jahren; und obgleich nicht Alles, was von ihm gesagt 
wird, verbürgt werden kann. da wohl kaum das Gedächtnifs der Geschichte 
bis in eine so frühe Zeit hinaufreicht, so ist es doch bemerkenswerth, dafs die 
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gegenwärtig gebräuchliche chronologische Aera der Cyclen vom 6lten Jahre 
jenes Kaisers datirt, d.h. vom Jahre 2637 vor Chr. Geh. 

Die gedachten neun arithmetischen Sectionen aber bilden den eigent- 
lichen Kern und das Fundament der Wissenschaft der Arithmetik. man darf 
vielleicht sagen der gesammten mathematischen Wissenschaft der Chinesen. 
Es läfst sich zwar nicht mit Sicherheit nachweisen, dafs ihr Verfasser den 
ganzen Inhalt dieser Sectionen vollständig begriffen habe (was vielmehr zu 
bezweifeln ist); auch bleibt es unentschieden, ob das Werk wirklich aus einer 
so frühen Zeit stamme: sicher aber ist, dafs es aus einer der Gegenwar!l 
sehr fern liegenden Periode datirt; denn in fast allen nachfolgenden arith- 
methischen Werken der Chinesen wird seiner, als der ersten Grundiage der 
Wissenschaft des Bechnens gedacht. 

Dreihundert Jahre später, 2300 v. Chr. Geb., erfreuten sich die ma- 
thematischen Wissenschaften sorgsamer Pflege durch den Kaiser Yaou und 
haben unverkennbar bis zu dieser Zeit einen bedeutenden Fortschritt gemacht. 
Man erfährt aus dem Schu-king, dafs dieser Fürst ein Collegium von Astro- 
nomen »einsetzte, um die nöthigen Zeifrechnungen zu machen und einen Ka- 
lender abzufassen. Diese Gelehrten gaben zugleich eine Übersicht der Be- 
wegungen der Himmelskörper; sie berechneten die Solstitien und Aequinoctien 
und die Länge des Sonnenjahres (unseres bürgerlichen Jahres), mit dem nur 
sehr geringen Fehler von einer einzigen Stunde: ein Beweis, wieviel Fleifs 
und Mühe man schon damals auf die Wissenschaft der Zahlen verwandte. 

Nach diesen, durch unzweifelhafte chinesische Autoritäten wohlverbürg- 
ten Mittheilungen, bei welchen wir angeblich die bis zu Fohr, 3000 Jahre 
vor Ch. Geb. hinaufreichenden astronomischen Beobachtungen absichtlich un- 
erwähnt liefsen, weil Das, was man darüber gesagt hat, bis jetzt wenigstens 
nicht mit historisch unzweifelhaften Zeugnissen belegt werden kann, darf man 
die Chinesen als dasjenige Volk bezeichnen, welches auf den Ruhm die Astro- 
nomie erfunden zu haben, ein Anrecht hat. Denn die freilich von Alters her 
wiederholte Behauptung, als hätten bereits im Jahre 3300 vor Christo die 
Egypter vichtige Himmelsbeobachtungen gemacht und darauf eine Reihe von 
astronomischen Berechnungen ausgeführt, ist noch immer nur als Vermuthung 
anzusehen und, nachdem die Untersuchungen über die bekannten Thierkreis- 
bilder zu Denderah für diese eher ein jüngeres, als ein hohes Zeitalter fest- 
gestellt haben, ist jene Vermuthung eher zweifelhaft, als glaubhaft. Fine 
Kunde von Astronomie, sei diese auch noch so gering, läfst sich ohne Be- 
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kanntschaft mit dem Zusammenhange der Zahlen unter einander nicht denken; 
diese mufs nothwendig der ersteren vorausgehen. Und dafs die Chinesen in 
sehr früher Zeit zu rechnen verstanden, überhaupt den Grundbegriff der 
Zahlen, der Gröfse, in bestimmter mathematischer Gestalt, kannten und den- 
selben auf die vorhandenen Dinge anzuwenden wufsten, wird sich weiter 
unten darthun. 

Der berühmte Kaiser T'schau kong, um 1100 v. Chr.. berechnete, nach 
einer vom Paier G@aubil überlieferten Nachricht, in Loyany oder Honan-fu, 
der Hauptstadt der Provinz Honan, an einem achi Fufs hohen Gnomon die 
Länge des Schattens zu 1,54 Fufs im Sommer und 13.12 Fufs im Winter; 
auch bestimmte er die Sonnenlänge zur Zeit des Wintersolsliliums. Beide 
Berechnungen erweisen sich als richtig (Vergl. Mädler, Populäre Astronomie. 
2. Ausg. Berlin 1846. S. 531); worüber man sich weniger wundern wird, 
wenn man vernimmt, dafs ein von T’'schau kong selbst, oder doch unter 
seiner Mitwirkung verfalstes Werk existlirt, in welchem die vornehmsten 
Grundwahrheiten der Mathematik niedergelegt sind. Es ist dies ein kurzer 
Dialog zwischen T'schau kony und einem angesehenen Manne, Namens 
Schang Kaou; die Schrift hat den Titel Tsekau-pi, d. h. Schenkelbein des 
Tschau. (Dieser auf den ersten Blick auffallende Titel erklärt sich daraus, 
dafs die beiden Charactere Keu ku, womit Basis und Höhe eines Dreiecks. 
von welchem in dem Buche häufig die Rede ist, benannt werden, ursprünglich 
Bein und Schenkel bedeuten. Auch wir reden ja gleichfalls von „Schenkeln” 
eines Winkels.) Die Schrift hat mehrere Abschnitte, deren erster einen 
Auszug gleichsam, oder eine Übersicht des gesammten Inhalts des Werks ent- 
hält. Wir geben ihn hier zum näheren Verständnifs und zur Beurtheilung 
des Ganzen. 

(1.) Tschaukong, so lieset man im Cap. 1., sagte einmal zu Schang- 
kaou: lch habe vernommen, Herr, Du seist in den Zahlen sehr bewander!t; 
daher möchte ich dich fragen, wie der alte Fo4? die Grade an der Himmels- 
kugel festgestellt hat: Es sind ja doch keine Stufen vorhanden, auf welchen 
man den Himmel ersteigen kann: und Richtschnur und Maafs von der Gröfse 
der Erde lassen sich auf den Himmel nicht anwenden. Deshalb wünschte ich 


zu erfahren, wie er diese Zahlen feststellte. 

(2.) Schangkaou erwiederle: Die Kunst zu zählen ist auf den Kreis 
und auf das Viereck zurückzuführen. 

(3.) Der Kreis mufs von dem Vierecke abgeleitei werden. 
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(4.) Das Viereck entsteht aus dem rechten Winkel. (Der Ausdruck 
rechter Winkel = keu-ku bedeutet hier, wie oben erwähnt, die beiden kur- 
zen Seiten des rechtwinkligen Dreiecks.) 

(5.) Der rechte Winkel beruht auf der Vervielfältigung von neun Einern. 

(6.) Zerlegt man daher einen rechten Winkel in seine Bestandtheile, 
so ist eine, die Endpuncte seiner Schenkel verbindende Linie, wenn die Basis 
gleich 3 und die Höhe gleich 4 ist, gleich 5. 

(7.) Macht man mit den äufsern Seiten ein Viereck, so ist dessen Hälfte 
dem Dreieck an Flächen - Inhalt gleich. 

(8.) Legt man alle Seiten zusammen, so ist das Facit gleich der Summe 
von 3. 4 und 5. 

(9.) Das Quadrat der Hypotenuse, gleich 25, ist gleich den Quadraten 
der beiden kurzen Seiten des Dreiecks. 

(10.) Yu stellte dadurch in seinem Reiche die Ordnung wieder her, 
dafs er die Grundgedanken dieser Zahlen zur Ausführung brachte. 

(11.) Tschaukong rief aus: Wahrlich, grofsartig ist das Zahlensystem! 
Ich möchte dich nun noch nach den Grundsätzen fragen, welche bei dem Ge- 
brauch des rechten Winkels zur Anwendung kommen. 

(12.) Schangkaou antwortete: Der rechte Winkel wird aus unge- 
krümmten geraden Linien gebildet. 

(13.) Aufgerichtet bedient man sich des rechten Winkels zu Höhen- 
messungen. 

(14.) Umgekehrt braucht man ihn, um Tiefen zu ergründen. 

(15.) Mittels des horizontal liegenden rechten Winkels bestimmt man 
Entfernungen. 

(16.) Durch Umdrehung des rechten Winkels wird die Kreislinie gebildet. 

(17.) Aus der Verbindung von rechten Winkeln entsteht das Quadrat. 

(18.) Das Quadrat gehört der Erde, der Kreis dem Himmel an; denn 
der Himmel ist rund und die Erde viereckig. 

(19.) Die Zahlenverhältnisse des Quadrats sind das Grundmaals, die 
Ausdehnungen des Kreises werden von dem Quadrat abgeleitet. 

(20.) Die Kreisfläche stellt den Himmel dar; die himmlischen Farben 
sind blau und schwarz, die irdischen gelb und roth. Die Kreisfläche wird 
nach den himmlischen Zahlenverhältnissen gebildet; sie ist auswendig blau 
und schwarz, inwendig roth und gelb, um die Stationen am Himmel und auf 
der Erde darzustellen. 








Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft1. 9 








66 5. Biernatzki, die Arithmetik der Chinesen. 


(21.) Wer daher die Erde kennt, ist ein gelehrter Mann, wer aber 
den Himmel kennt, ist ein Weiser. Diese Kenntnifs beginnt mit der geraden 
Linie; die gerade Linie ist ein Theil des rechten Winkels, und die Zahlen- 
verhältnisse des rechten Winkels sind auf die Gestalt aller Dinge anwendbar. 

(22.) Tschaukong rief aus: In der That das ist vortrefllich! 

Diese hier nach Ziffern aufgezählten einzelnen Sätze des gedachten 
Werks bedürfen einiger Erläuterungen, wiewohl man in ihnen, auch ohne 
solche, schon erkennt, dals wichtige mathematische Grundwahrheiten darin 
niedergelegt sind. 

Durch (2.) ist ein Axiom gleichsam für alle räumlichen Verhältnisse, 
die sich nach Zahlen bestimmen lassen, ausgesprochen. Der Satz (3.) enthält 
eine Andeutung von der Quadratur des Zirkels; was demnach schon in frü- 
hester Zeit als mathematisches Problem den Chinesen bekannt gewesen zu 
sein scheint. Die Aussprüche (4. und 5.) beziehen sich auf die Flächenmes- 
sung in der Ebene. Der an und für sich dunkle Satz (5.) läfst sich erklären, 
wenn man auf seinen Zusammenhang mit (4.) hinweiset und annimmt, der 
Verfasser habe sich ein Viereck durch eine Diagonale halbirt vorgestellt und 
die Werthe der Hypotenuse und der einen Kathete des entstandenen rechtwink- 
ligen Dreiecks zu resp. (5. und 4.) angenommen, welches zusammen 9 aus- 
macht; woraus er dann, wie Satz (9.) zeigt, den Werth der andern, den 
rechten Winkel formirenden Kathete zu berechnen wufste. In solchem Sinne 
konnte er wenigstens keinen andern Ausspruch, als den sechsten, dem Satze (5.) 
verständlicher anreihen, indem er mit (6.) die Grundverhältnisse der drei 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks unter einander angiebt. Die siebente 
Sentenz besagt, dafs ein die drei Winkel eines Dreiecks einschliefsendes 
Viereck noch einmal so grofs ist, als dieses Dreieck: ein bekannter, bald so, 
bald anders ausgedrückter geometrischer Lehrsatz. Satz (8.) ist das Axiom: 
die Summe der Theile ist dem Ganzen gleich; und Satz (9.) die berühmte 
47. Position im ersten Buche des Kuklid, der Lehrsatz des Pylhagoras. 
Die Aussprüche in (13., 14. und 15.) deuten an, dafs der Verfasser /r?go- 
nometrische Messungen kannte; insbesondere wufste, wie sich die Gröfse 
unzugänglicher Gegenstände mit Hülfe der Trigonometrie finden lasse. Aus 
Satz (16.) darf man schliefsen, dafs dem Verfasser die Methode, mittels des 
Radius den Inhalt der Kreisfläche zu berechnen, nicht fremd gewesen sei. 
Satz (17. und 19.) sind an sich klar; dagegen enthält Satz (18.) einen Aus- 
spruch, der fast wie ein philosophischer Lehrsatz des Pythagoras klingt, und 
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jedenfalls beweiset, dafs der Verfasser einen innerlichen. doch begreifbaren 
Zusammenhang zwischen dem Wesen der Dinge und ihrer äufsern Erschei- 
nung ahnte. Ähnliches scheint auch dem ersten Ausspruch im (21.) Satze zu 
Grunde zu liegen; während der (20.) sich wahrscheinlich auf ein damals 
schon vorhandenes Instrument bezieht. durch weiches Himmel und Erde ab- 
gebildet waren; wenn man sich davon auch keine genaue Vorstellung zu 
machen im Stande ist. Auch scheint dieser Satz die eigentliche Antwort auf 
die Frage des Kaisers zu enthalten, und die letzte Hälfte des Satzes (21.) 
deutet auf die Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie. 

Der gelehrte Kaiser T’'schaukong wünschte, dafs seine Söhne und die 
des Adels in der ihm werthen Wissenschaft der Arithmetik nicht zurückblei- 
ben möchten; weshalb er in dem von ihm selbst verfafsten ‚„‚BRitual”, welches 
genaue Vorschriften über die Erziehung der Prinzen und Söhne der Vor- 
nehmen enthielt, den Hofmeistern derselben empfahl: „‚Die ältesten Fürstensöhne 
und des hohen Adels in den sechs Künsten zu unterweisen, nämlich in den 
fünf Classen religiöser Ceremonien, in den sechs verschiedenen Arten der 
Musik, den 5 Regeln für Bogenschützen, den 5 Vorschriften für Wagenlenker, 
den 6 Anweisungen zum Schreiben und den 9 Methoden, mit Zahlen zu 
rechnen.” Die Commentatoren des vorhin erwähnten Köutschang sagen, dafs 
unter diesen 9 Methoden zu rechnen der Inhalt des Arutschang, die neun 
arıthmetischen Sectionen, verstanden sei. 

Seit jener Zeit, bis dahin wo der Kaiser Hoangt: sämmtliche chine- 
sische Bücher verbrennen liefs. von 1100 vor Chr. bis 240 nach Chr.,. be- 
sitzen wir nur’ gelegentliche Anspielungen auf die Wissenschaft der Arith- 
metik in den alten Classikern.. Nach dieser Begebenheit aber scheint die 
Arithmetik einen neuen Aufschwung genommen und viele Freunde und Ken- 
ner gefunden zu haben. Denn es ist eine so grofse Anzahl arithmetischer 
und allgemein-mathematischer Werke vorhanden, dafs schon allein die Auf- 
zählung ihrer Titel zu weitläufig sein würde und wir uns 'auf eine übersicht- 
liche Darstellung der hervorragendsten Schriften beschränken müssen. 

Etwa ein Jahrhundert vor der christlichen Zeitrechnung veröffentlichte 
ein gewisser Tschang Tsang ein Werk: Kiu schung swan suh, d. h. 
Arithmetische Regeln zu den neun Sectionen, welches die von den kaiserlichen 
Hofmeistern unter der Dynastie T'schau befolgten arithmetischen Grundsätze zu 
enthalten behauptet. Jedoch giebt es sich nicht für ein neues Originalwerk 
aus, sondern nur für eine revidirte und verbesserte Auflage eines viel ältern 
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Buches, dessen Verfasser unbekannt ist. Dies Werk hat bis heute mehrere 
neue Auflagen erlebt, ist jedoch jetzt sehr selten geworden: es hat aber 
viele Commentatoren unter namhaften chinesischen Gelehrten gefunden ; was 
den Werth zeigt, den man ihm beilegte. 

Aus dem dritten Jahrhundert nach Chr. Geb. erwähnen wir zwei her- 
vorragende Schriften. Die eine schrieb Sun’sse, ein Gelehrter von Ruf, 
unter dem Titel Swan Ang, d.h. Arithmetischer Classiker; sie ist gleichfalls, 
wiederholt und mit Erläuterungen begleitet. veröffentlicht worden und wird 
fast in jedem spätern Werke über Arithmetik eitirt. Die andere Schrift er- 
schien unter dem Titel: Schuh so ke e, d. h. Archiv für Rechenkunst; ihr 
Verfasser hiefs Seu Ku. Auch diese ist häufig durch spätere Schriftsteller 
commenlirt worden. 

Vor Ablauf des sechsten Jahrhunderts gab Heu Hau yany seinen 
Swan king (Arithmetischen Classiker) heraus, in welchem er mehrere Ver- 
besserungen der alten Rechnenmethode niederlegte und sich nicht enge an die 
Seclionen des Au /schang anschlols; wie es bisher von allen seinen Vor- 
gängern geschehen war. Kaum hundert Jahre später erschien von Liu Hwuy 
ein Werk: Tschung tscha keä tsih wang tsche schuh betitelt, d. h. Voll- 
ständiges System der Mefskunst, auf Grund von Beobachtungen mehrerer 
Baken. Es erhielt im achten Jahrhundert eine neue Auflage unter dem ab- 
geänderten Titel: Aä taou swan king, d. h. Insel arithmetischer Classiker: 
so benannt, weil die erste Aufgabe des Buchs von der Ausmessung einer 
Insel von einem entfernten Standpuncte aus handelt. Auch Wu T'saou, ein 
Zeitgenosse des letztgenannten Gelehrten, schrieb einen oft eitirten Swan king. 

Mit dem Beginn des siebenten Jahrhunderts erfuhr die Trigonomeltrie, 
zu der, wie man oben sahe, schon in frühester Zeit Grundlagen gelegt waren, 
eine fortschreitende Ausbildung. Tschaou Tschwang verfalste ein trigono- 
metrisches Handbuch: Tschau pe swan kiny, d. h. Arithmetischer Classiker 
der Tschau- Trigonometrie. Es war indessen kein Originalwerk, sondern 
nur eine revidirte Ausgabe eines um vieles älteren (wie auch der Titel an- 
deutet), von welchem man annehmen darf, dafs es das erste chinesische Werk 
über Trigonometrie gewesen sei. 

Etwas später erschien von T'schön Lwan ein nachmals von Le T'schun 
fung commentirtes Werk: Wu king swan schuh, d.h. Arithmetische Regeln 
der fünf Classiker. Fast gleichzeitig erfolgte die Herausgabe eines neuen 
Swan king, durch T'schang Kiu kihn, welches wegen der prägnanten Kürze 
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seines Siyls schwer zu verstehen sein soll; deshalb haben wiederholt mehrere 
Autoren Erklärungen dazu verfalst. 

Während der Tuny-Dynastie gab, gegen Ende des achten Jahrhun- 
derts, der kaiserliche Bibliothekar Wang Heaou tung einen von einem selbst- 
geschriebenen Commentar begleiteten „Arithmetischen Classiker der alten 
Formeln” oder, wie es auf chinesisch heifst, Tseeh ku swan kıny, heraus. 
Dies Buch enthält zwanzig Aufgaben aus der Stereometrie, welche zur Er- 
läuterung der fünften von den mehrfach erwähnten neun Sectionen dienen 
sollen. Die Chinesen sagen, es sei schwer verständlich geschrieben; wiewohl 
nicht ohne Werth. Dafür spricht eine neue, 1803 zu Suischau von T'schuny 
Tun jin besorgle Ausgabe, in welcher die einzelnen Aufgaben sämmtlich 
ausführlich dargestellt und erläutert sind. 

Zur Zeit derselben Dynastie gelangte ein buddhistischer Priester 
Yihhiny zu hohem Ansehen wegen seiner mathematischen Kenntnisse. Seine 
Schriften über Astronomie, Arithmetik, Abweichung der Magnetnadel u. dgl. m. 
haben ihm einen dauernden Ruhm unter seinen Landsleuten erworben. Er 
scheint eine seltene Universalkenntnifs in den Naturwissenschaften gehabt zu 
haben. Wahrscheinlich war es damals, dafs man in China mit den Ergebnis- 
sen des mathematischen Studiums in Indien bekannt wurde; denn mehrere 
Zahlenreihen von ungewöhnlicher Gröfse, deren fortan Erwähnung geschieht, 
deuten auf einen zndischen Ursprung; z. B. die Reihe Hany ho schaou, 
welches „Sand des Ganges” heifst, und die durch die Zahl 10 mit 53 ange- 
hängten Nullen ausgedrückt wird. 

Um das Jahr 950 kam die Sung-Dynastie zur Herrschaft, und be- 
hauptete den Thron bis 1280. Die Kaiser aus derselben waren zum Theil 
Beförderer der Wissenschaften; daher unter ihnen sich manche Gelehrte her- 
vorthaten. Es ist unter andern T'sen Kiu ischaou zu nennen, der um 1240 
die „neun Sectionen der Zahlenkunst” oder Su schu kiu Ischang verfafste. 
Zehn Jahre später erschien von Yuny Hwuy ein Werk: Tseany keü kiu 
ischang swan fa, d.h. Erklärung der Arithmetik der neun Sectionen, und 
aufserdem noch von demselben Verfasser ein zweites und drittes, welche 
populärer gehalten sind, nemlich: T'seang keä jih yuny swan fa, d. h. Er- 
läuterungen der Arithmetik für den täglichen Gebrauch, und Schinyg tschu 
tung pien pun muh, d. h. Vollständiges Handbuch der Multiplication und 
Division. Unlängst sind zu Schanghai diese Schriften der beiden letztge- 
nannten Autoren wieder aufgelegt worden. 
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Während der Ywen-Dynastie verbesserte, etwa um 1300, Ko Schau 
king die bis dahin üblichen Rechnenmethoden, in einer Weise, welche Epoche 
machte. Auch wird ihm die Einführung der sphärischen Trigonometrie zuge- 
schrieben: und obwohl sein hierauf bezügliches Werk verloren gegangen ist, 
besitzt man doch ein anderes aus den Zeiten der Meing-Dynastie, unter dem 
Titel Hu scht swan schuh, d.h. Arithmetische Regeln für Segmente und 
Sinus versus, welches die Lehrsätze des Ko Schau king, nebst dazu gehö- 
rigen Illustrationen enthält. 

Ein anderer Gelehrter, Le Yay, verfafste ein Buch, auf das wir noch 
zurückkommen, betitelt T'se% yuwen hä king, d. h. Spiegel für die Ausmes- 
sung des Kreises, in welchem eine Art Algebra zur Lösung trigonometrischer 
Aufgaben mitgetheilt wird. Es ist möglich, dafs um diese Zeit die Chinesen 
einige mathematische Kenntnisse zur Vervollkommnung der ihrigen von den 
Arabern aufnahmen; denn sie unterhielten mit Diesen damals einen lebhaften 
Verkehr. Uebrigens wurden viele der hierher gehörenden Schriften der 
Araber, welche nach China gelangten, nicht ins Chinesische übersetzt, daher 
auch ihr Inhalt gröfstentheils, selbst chinesischen Gelehrten, wegen deren Un- 
kunde fremder Sprachen, unbekannt blieb. Man fand einige in fremder Zunge 
abgefafste Werke in der kaiserlichen Bibliothek, als Hungwu, der Begründer 
der Ming-Dynastie, den Thron bestieg. Dieser Monarch beauftragte zwei 
seiner hervorragendsten Gelehrten. mit Hülfe mahomedanischer Beamten, die 
arabischen Bücher zu übersetzen; allein der Inhalt war allen so fremd, und 
die Ausdrücke lagen ihrem Verständnifs so fern, dafs die von ihnen ausge- 
arbeitete Übertragung ins Chinesische: Kihn yuen sin sching tsche schu, 
d. h. Buch der alten Weisen über den himmlischen Ursprung, wie man es 
auch schon dem Titel ansieht, sehr unbrauchbar wurde. Gegenwärtig ist es 
nicht mehr zu haben; nach Angaben bei andern Schriftstellern ist aber zu 
vermuthen, dafs es hauptsächlich von der Algebra gehandelt habe. Jeden- 
falls scheint erwiesen, dafs der Einflufs der Wissenschaften der Araber in 
China nur gering gewesen sei. 

In den ersten Zeiten der Ming-Dynastie mag die Arithmetik bei den 
Chinesen wenig fortgebildet worden sein, da kaum eine einzige Schrift von 
nur einiger Bedeutung aus dieser Periode vorhanden ist. Als daher da- 
mals die Jeswiten nach China kamen, mufsten sie eine sehr geringe Vorstel- 
lung von der Bekanntschaft der Chinesen mit dieser Wissenschaft bekommen; 
und um so mehr fanden ihre Theorien bei den Gelehrten Eingang und er- 
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regten deren Bewunderung. Aus diesem Grunde gelang es diesen Missionaren. 
wie oben bemerkt, sich Zutritt am Hofe des Kaisers Kanghi zu verschaffen. 
Zugleich ist aber auch hier wieder an die oben gedachten Forschungen des 
Gelehrten Mei Wuh gau zu erinnern, denen zufolge die Weisheit der Ahnen, 
die man fast ganz aufser Acht gelassen hatte, in einem viel vortheilhafteren 
Lichte sich zeigte, als man bis dahin sie anzusehen gewohnt war. Die vor- 
stehende Übersicht über die arithmetische Literatur der Chinesen bis zur An- 
kunft der berühmten Jesuiten Ricei, Schaal, Verbiest u. a. m., dürfte dies 
günstige Urtheil darüber bestätigen. 

Wir wollen nun versuchen, den Lesern eine Einsicht in die Elemente 
des arithmetischen Verfahrens der Chinesen zu geben, und hoffen auch dadurch 
die Überzeugung anzubahnen, dafs die Chinesen in dieser Beziehung selb- 
ständig eine Wissenschaft gegründet und weiter entwickelt haben, die zwar 
auf allgemeinen, daher überall gleichen Prinzipien beruht, deren Anwendung 
aber eine grofse Mannigfaltigkeit zuläfst. Der berühmte Verfasser des be- 
kannten Werks über China, Sir John Davis, war freilich in einem der 
Asiatischen Societät im Jahre 1823 vorgelegten Vortrage anderer Meinung. 
„Die Chinesen,’ 
heber sie selber wären; und dafs sie deren keine von den Hindus überkom- 
men, beweiset, wie ich glaube, die Bereitwilligkeit, mit welcher sie die Wis- 
senschaften der Kuropäer sich aneigneten.” Diese, seine, auf mehrere Gründe 


’ 


sagte er, „besitzen keine eigentliche Wissenschaft, deren Ur- 


gestützte Behauptung ist auf seine Autorität hin oft wiederholt worden. 
Derselbe Forscher schreibt, in besonderer Bezugnahme auf das Zahlensystem 
der Chinesen, in seinem gedachten Werke über China: „Die Chinesen schrei- 
ben ihre Zahlen in Worten, und zwar ganz verschieden von der arabischen 
Weise zu zählen, bei welcher sich der Werth der Zahlen um zehnmal ver- 
srölsert oder verkleinert, je nach der Stellung, welche sie zu einander ein- 
nehmen.” In wie weit diese Behauptungen haltbar sind, bleibt dem Urtheil 
Derer überlassen, welche noch unsere fernere Mittheilungen beachten wollen. 

Zuvörderst dürfen sich die Chinesen das Verdienst zuschreiben, wenn 
es anders überhaupt ein Verdienst ist, die selbständigen Erfinder ihrer Zahl- 
zeichen oder Ziffern zu sein. Der Swan pan oder das Rechenbrett, 
welches gegenwärtig bei ihnen in Gebrauch ist, stammt aus einer beziehungs- 
weise späten Zeit; vor Alters behalf man sich mit Kerbhölzern aus Bambus. 
Diese Methode, die Anzahl der Einer durch eingeschnittene Kerbe auf einem 
Bambusstabe zu bezeichnen, liegt unzweifelhaft den Figuren der chinesischen 
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Ziffern zu Grunde. Denn die ersten 5 Ziffern werden durch eine dem Werth 
der Ziffern entsprechende Anzahl von parallelen Strichen dargestellt; wobei 
es. wie es scheint, dem Belieben überlassen bleibt, die Striche senkrecht oder 
horizontal neben einander, oder kreuzweis einander gegenüber zu stellen. Die 
Ziffern von 6 bis 9 werden in ähnlicher Weise so bezeichnet, dafs die in 
ihnen allen enthaltene 5 durch einen horizontalen Strich ausgedrückt wird, an 
welchen dann die noch zu 5 hinzuzurechnenden Einer in senkrechter Stel- 
lung angefügt werden; die Null wird durch die Kreislinie dargestellt. Hier- 
nach ergeben sich folgende Figuren für die Zahlen von 7 bis 9: 
1—1. 2—ll, 3=lll, 4=llll, 5=lllll, 6= L, 7=T, 8=-M, 9 M. 
Nachdem man sich auf diese Weise eine einfache, deutliche und sinn- 
entsprechende Bezeichnung der Zahlen geschaffen hatte, drückte man den 
Werth der Ziffern durch ihre Stellung neben einander aus; und zwar nach 
dem Decimalsysiem; ganz eben wie wir es thun. Dies geschah bereits 
mehrere Jahrhunderte vorher, ehe man noch von einer ähnlichen Theorie in 
Europa eine Ahnung hatte, und ehe das Ziffersystem der Araber erdacht war. 
Wir entnehmen dem Werke des erwähnten T'sen Kiu Tschaou (zur Zeit 
der Sung-Dynastie) ein Beispiel, um damit eine Probe zugleich des Werthes 
der Zahlen zu geben; wobei die Übereinstimmung mit dem von den eivili- 
sirten Nationen des Abendlandes angenommenen Zahlensystems augenfällig ist. 


IZE7T0000 = 1,470,000 
TxMLx 64,464 
Z0ZElN=T 1,405,536 


Wirft man nun noch einen Blick auf die Rechnenmethode der Chinesen. 
so vermifst man zunächst in ihren älteren arithmetischen Handbüchern die 
Elementarregeln über Addition und Subtraction. Dies kommt daher, dafs 
die Bekanntschaft damit bei allen Denen vorausgesetzt wird, die sich mit 
dem Inhalt eines solchen Handbuchs vertraut machen wollen. Man kennt 
zwar die Worte Addition und Subtraction, Kea fa und Kihn fa im 
Chinesischen, verbindet aber damit einen andern als den uns geläufigen 
Begriff. Kea fa nämlich vertritt unsere Multiplication nur insofern als es 
die successive Addition der ursprünglichen Zahl bedeutet; eben so ist Kohn fa 
ein Surrogat für die Divesion. Was wir Addetion nennen, heilst bei den 
Chinesen Ho oder Ping, d. h. verbinden, und was wir unter Multiplication 
verstehen, nennen sie Schöng fa; wobei zu beachten, dafs sie ihre Multipli- 
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cation mit der Zönks stehenden Ziffer anfangen. Multiplication mit einer 
einfachen Ziffer heilst Yen; Division durch eine einzelne Zahl, Kwei, durch 
mehrere, T'schu. Die Division wird übrigens durch wiederholte Subtraction 
ausgeführt. 

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns zu dem Hauptwerke, 
dem Au tschang oder „Neun Sectionen der Arithmetik”, um anzuzeigen. von 
welchem Umfange die selbständigen arithmetischen Kenntnisse der Chinesen 
waren. In diesem Buche sind im Ganzen 246 Aufgaben, in neun Haupt- 
Abschnitte vertheilt, von denen jeder einen selbständigen, in sich abgeschlossenen 
Theil der Arithmetik behandelt. 

Der erste Abschnitt hat die Überschrift Hang tien, d. h. Flächen- 
messung. Diese und die folgenden Überschriften der neun Sectionen haben 
wir nicht wörtlich übersetzt, sondern der neben der chinesischen Benennung 
gesetzte Ausdruck bezeichnet den Inhalt jedes Abschnitts, nach der bei uns 
gebräuchlichen Terminologie. Eine wörlliche Übersetzung der chinesischen 
Überschriften würde lauten: Für Abschnitt 1, viereckige Felder; für 2, Reis 
und Geld; für 3, verschiedene Theilungen; u. s. w. Der erste Abschnitt 
beginnt mit einer Erklärung von Multiplication und Division. Darnach folgt 
eine Reihe von Aufgaben, nebst den zu ihrer Lösung nöthigen Anweisungen 
über Ausmessung von Feldern verschiedenster Gestalt: viereckige, drei- 
eckige, kreis- und halbkreisförmige u.s. w. Für die Berechnung des Flächen- 
Inhalts eines Dreiecks wird die Regel aufgestellt, die Basis mit der ihr 
gegenüberliegenden halben Senkrechten zu multiplieiren; und um den Flächen- 
Inhalt eines Kreises zu finden, giebt der Verfasser folgende sechs Methoden 
an: Man multiplicire den halben Durchmesser mit dem Radius, oder nehme 
ein Dritiheil vom Quadrat des halben Umkreises, oder ein Zwölftel vom Quadrat 
des Umkreises,. oder ein Viertel vom dreifachen Quadrat des Durchmessers, 
oder ein Viertel vom Product aus Durchmesser und Umkreis, oder endlich. 
das dreifache Quadrat des Radius. Das Verhältnifs des Durchmessers zum 
Umkreise ist wie 1 zu 3 angenommen. Die Commentatoren des Kiuischang 
berichten jedoch, der Verfasser habe sehr wohl das genauere, der Wahrheit 
näher kommende Verhältnifs gekannt, aber die vorliegenden Aufgaben erfor- 
derten keine genauere Angabe desselben. Dafs Dies begründet sei. erhellet 
unter andern auch daraus, dafs im Merh suh, einer von Tsu T'schung tsche 
zu Ende des 6. Jahrhunderts verfafsten Schrift, das in Rede stehende Ver- 
hältnifs durch die Zahlen 7:22, und in noch früherer Zeit, von einem gewis- 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 1. 10 








74 3. Biernatzki, die Arithmetik der Chinesen. 


sen Zu Hwuy durch 50:157 ausgedrückt ist. Für die Berechnung von 
Segmenten werden zwei Anweisungen gegeben: Man addire das Product des 
Sinus und Sinus- versus zu dem Quadrat des Sinus-versus und halbire diese 
Summe; oder man nehme ein Zwölftel des Unterschiedes zwischen den Qua- 
draten des äufsern und innern Umkreises. 

Der zweite Abschnitt heilst Sehuh pu, d. h. Proportion. Er be- 
sehäftigt sich hauptsächlich mit Aufstellung von Regeln, welche den Werth 
von Reis je nach Verschiedenheit der Art und Qualität betreffen. Bei Angabe 
der Gewichte und Maafse ist der Huang sung zu Grunde gelegt: ein musi- 
kalisches Blase-Instrument, welches die Gestalt einer Röhre hat. Der Hwang 
isung ist nämlich der Länge nach in 90 Theile getheilt. von denen jeder 
eine Fun, d. h. Linie ausmacht; 10 Fun sind gleich 1 T’sun oder Zoll, und 
10 Tsun gleich 1 Scheh oder Fuls. Er falst 1200 Reiskörner, und 10 ge- 
füllte Zhoang tsunyg machen 1 Ho, 10 Ho aber 1 Sching; etwa unserer 
Kanne entsprechend. Bei dem Längenmaafs und demjenigen, welches unserem 
Maafse für Flüssigkeiten, mancherlei Früchte u. s. w. entspricht, ist also die 
Decimaltherllung zu Grunde gelegt. Dagegen findet bei dem Gewicht die 
Theilung nach 12 Einheiten, gleich einem Ganzen, Statt. Die 1200 Reis- 
körner nämlich, welche der Hwang tsung falst, wiegen 12 T'schu; 24 Tschu 
sind 1 Zeang, gleich unserer Unze, und 16 Leang sind 1 Kin; so viel wie 
unser Pfund u. s. w. 

Der dritte Abschnitt, Schwä fun, d.h. Gesellschaftsregel, handelt von 
der Vertheilung von Vermögen unter mehrere Personen, von denen jede 
einen verschiedenen Antheil an das Gesammtvermögen besitz. Die bezüg- 
lichen Verhältnisse sind auf Grund arithmetischer Progressionen entwickelt; 
2 Br ar ri 

Der werte Abschnitt ist Schaou kwang, d.h. Evolution, überschrie- 
ben und behandelt das Ausziehen der Quadrat- und Cubikwurzel, in 24 Auf- 
gaben. Die hier in Betracht kommenden Grundsätze werden nicht blofs auf gleich- 
seitige Quadrate und Cuben, sondern auch auf Parallelogramme und Parallelo- 
pipeden von verschiedenartigster Ausdehnung angewendet. Dafs die aufge- 
stellten Regeln den unsrigen entsprechen, versteht sich; denn die Sache ist 
überall dieselbe. Nur Das ist dem chinesischen Verfahren eigenthümlich, dafs 
die Benennung der Zahlen mil den Namen geometrischer Figuren und Kör- 


per in Übereinstimmung gebracht ist. Höhere Potenzen als der Cubus kom- 
men nicht zur Sprache. 
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Im Anschlufs an den vorigen Abschnitt beschäftigt sich der fünfte, 
welcher Schang kung, d. h. Körpermessung heilst, vorzugsweise mit den 
bei öffentlichen Bauten erforderlichen Berechnungen. Es werden hier stereo- 
metrische Aufgaben behandelt, wie sie z. B. bei Aufführung von Mauern und 
Befestigungen, bei Erbauung von Thürmen und Wällen, bei Anlage von Grot- 
ten und Gräben u. s. w. vorkommen. Man findet eine Anleitung, den cubi- 
schen Inhalt aller geradlinigen Körper zu berechnen, deren Oberflächen nicht 
in rechten Winkeln an einander grenzen, wie z. B. der Prismen, Pyramiden, 
Kegel u. s. w. Aufserdem sind die mitgetheilten Regeln auch noch zur Lö- 
sung anderer hieher gehörender Aufgaben, z. B. von der Geschwindigkeit der 
verschiedenen Reisemethoden, zu Fufs, zu Pferde und zu Boot angewendet: 
überhaupt auf Alles, was in solcher Weise mit dem hier Behandelten zusam- 
menhangt und nach denselben Grundsätzen wie das zuerst Angeführte ge- 
funden werden kann. 

Der sechste Abschnitt enthält Keun schu, d.h. Vermischungsregeln. 
Hier finden sich Aufgaben, durch welche die durchschnittlliche Steuer gefun- 
den wird, je nachdem man den Grundbesitz, oder die Bevölkerung, oder Del. 
zu Grunde legt; ferner solche, die den Werth verschiedener im Preise diffe- 
rirender Waaren, oder die Anzahl verschiedener Arten, die zu einem Ganzen 
zusammengefafst sind, ermitteln helfen. Eine Aufgabe der letzteren Art 
lautet z. B.: Angenommen man hätte in einem Käficht eine Anzahl Kaninchen 
und Fasane beisammen, im Ganzen 35 Köpfe und 94 Füfse: wie viel von 
jeder Art wären vorhanden? Auflösung: 23 Fasane und 12 Kaninchen. 

Im söiebenten Abschnitt Yin nuh, d. h. Üeberschufs und Mangel, 
finden sich Aufgaben erläutert und gelöset, bei denen das Facit durch das 
Verhältnifs zwischen dem Zuviel und Zuwenig ermittelt wird. Sie sind wie 
folgt ausgedrückt: Eine Anzahl Leute kaufte eine Anzahl Waaren: hälte Je- 
der von ihnen 8 Kasch bezahlt, so wären es 3 Kuasch zuviel gewesen; 
dagegen: hätte Jeder 7 Kasch entrichtet, so würden es 4 Kasch zu wenig 
gewesen sein. Wie viel Leute und wie viel Waaren waren da? Auflösung: 
7 Leute und 53 Stück Waaren. 

Der wchte Abschnitt handelt von den Gleichungen, auf chinesisch Fang 
tsching. Hier findet sich eine Auseinandersetzung über den Gebrauch von 
plus und minus (tsching und fu), und in einer Reihe von 18 Aufgaben 
wird gezeigt, wie sich mittels bekannter Gröfsen unbekannte durch Glei- 


chungen berechnen lassen. Eine Aufgabe lautet: Wenn 5 Ochsen und 
10 * 
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2 Schafe 10 Taeis in Gold kosten und 2 Ochsen und 8 Schafe 8 Taels, 
wie theuer ist dann jeder Ochse und jedes Schaf? Auflösung: Jeder Ochse 
kostet 145 Tael und jedes Schaf 3% Tael. 

Endlich, der neunte Abschnitt beschäftigt sich mit der T’rrigonometrie, 
auf chinesisch Aeuw ku. Zur Veranschaulichung Dessen, was in den hier 
verzeichneten 24 Aufgaben, mit Hülfe der dem rechtwinkligen Dreiecke enti- 
lehnten Gröfsenverhältnisse geleistet worden, mögen einige dieser Aufgaben, 
nebst deren zu Grunde liegenden Bestimmungen hier folgen. Es ist der Un- 
/erschied zwischen Höhe und Hypotenuse, nebst der Bas?s gegeben; man 
soll die Hypotenuse finden. Aufg. 1. Im Mittelpunct eines Teiches, welcher 
I0O Fufs im Quadrat mifst, wächst ein Schilf, das sich einen Fufs hoch über 
das Wasser erhebt; als man es ans Ufer zog, reichte es nur bis an den Rand 
des Teiches; welche Tiefe hat das Wasser? Antwort: 12 Fufs Tiefe. 
Aufg. 2. Wenn beim Öffnen einer Flügelthür der innere Rand der Flügel 
einen Fufs vom Thür-Rahmen entfernt ist, so beträgt der offene Raum 
zwischen den Flügeln 2 Zoll: wie breit ist die Thür? Antwort: Jeder Flügel 
504 Zoll. Es ist die Summe von Höhe und Hypotenuse, so wie die Basis 
bekannt: man soll die Höhe finden. Aufy. Ein 10 Fufs hoher Bambus ist 
nach oben hin gebrochen; berührt nun das oberste Ende den Boden, so 
ist es 3 Fufs von dem enigegengesetzten Ende enifernt: wie hoch ist der 
Bambus bis zu dem Bruche? Antwort: 414 Fufs. Es sind Basis und Höhe 
gegeben: man soll die Summe und den Unterschied dieser beiden und der 
Hypotenuse finden. Jufy. Wie grofs ist der Durchmesser des gröfsten 
Kreises. welcher innerhalb eines rechtwinkligen Dreiecks beschrieben wer- 
den kann, dessen beide Katheten respective 8 und 15 grofs sind. Antwort: 6. 

Dies der Inhalt des Aru ischang; freilich nur in einem sehr ober- 
llächlichen Abrifs, der aber doch schon eine Einsicht gewähren wird in die 
Mannigfaltigkeit der in diesem merkwürdigen Denkmal der Weisheit längst 
vergangener Tage niedergelegten mathematischen Wahrheiten, und in die 
Gründlichkeit, mit welcher dieselben theoretisch und practisch durchforscht 
und erläutert worden sind. Es ist noch hinzuzufügen, dafs jeder dieser 
neun Abschnitte, sowie in denselben jede Unter-Abtheilung, mit einer Stanze 
eingeleitet ist, welche im Allgemeinen den Inhalt der in jedem Capitel dar- 
gelegten Sätze andeutet. Auf den ersten Blick sind diese Stanzen schwer 
verständlich, bei genauerer Erforschung aber der Bedeutung der Wort-Cha- 
ractere findet sich, dafs sie in gedrängtester Kürze auf sinnreiche Weise und 
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in einer für das Gedächtnifs leicht behältlichen Form ein passendes Motto 
abgeben. 

Auf den vorstehend mitgetheilten Grundlagen ist nun die Arithmetik 
der Chinesen fortschreitend weiter entwickelt worden; wie Dies jeizt darzu- 
thun sein wird. Es ist dabei freilich sehr schwierig, chronologisch genau den 
Zeitpunct festzustellen, in welchem jedesmal ein Fortschritt gemacht wurde; 
denn fast immer beziehen sich die chinesischen Gelehrten in ihren wissen- 
schaftlichen Werken, auch da, wo sie, wie man glauben sollte, die Forschung 
und Begründung allgemeiner Wahrheiten wirklich neu gestalten und weiter 
führen. auf die Arbeit eines ihrer Vorgänger, zu welcher sie, ihrer Angabe 
nach, nur erläuternde Zusätze zu machen haben. Ihre aufserordentliche Ver- 
ehrung für die Leistungen ihrer Vorfahren ist die Ursache dieser grofsen 
Bescheidenheit, welche es ihnen versagt, den Ruhm, neue Gedanken ausge- 
sprochen zu haben, für sich zu beanspruchen. Sie pflegen ihre Forschungen 
nie anders als in Erklärungen und Erweiterungen der oft kurzen, schwer 
verständlichen Sätze ihrer alten Classiker einzukleiden. Dies ist auch der 
Grund, warum ihre arithmetischen Regeln und Formeln, die in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt sehr unvollkommen ausgedrückt sind, erst nach und nach durch 
eine lange Reihe fortlaufender Entwicklungen und Ausführungen zu jener 
deutlicheren Darstellung gelangt sind, in welcher sie gegenwärtig uns vorlie- 
gen. Es sei verstaltet, Dieses näher zu beleuchten. 

Eine der merkwürdigsten, inhaltreichsten und zu umfassender Entifal- 
tung fortgeführten arithmetischen Regeln ist die, welche Ta yen, d. i. yrofse 
Erweiterung heifst, die Regel zur „‚Auffindung unbekannter Gröfsen”. In 
ihrer ursprünglichen, noch völlig embryonischen Gestalt kommt sie in dem 
„arithmetischen Classiker des Sun T'sze” vor, unter der Überschrift: Unbe- 
kannte Zahlengröfsen. 

Unter den chinesischen Historikern herrschen zweierlei Ansichten über 
das Zeitalter des Sun T'sze. Einige halten ihn für einen Officier, der um 
das Jahr 220 vor Chr. lebte und gewöhnlich unter dem Namen Sun Wu 
isze vorkommt. Wahrscheinlicher dürfte die Annahme Anderer sein, dafs er 
im dritten Jahrhundert der christlichen Zeitrechnung, gegen das Ende der 
Han- oder zu Anfang der Weih-Dynastie lebte. 

Die Regel des Sun Tsze wird mit vier, durch Reime harmonisch 
verbundene Zeilen, welche ihren Inhalt ganz allgemein ausdrücken, einge- 
leitet und dann sofort in folgende Aufgaben eingekleidet: Eine Zahl. durch 
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3 dividirt, giebt den Rest 2; durch 5 dividirt, den Rest 3, und durch 7 divi- 
dirt. den Rest 2: welches ist die Zahl? Antwort: 23. Das Verfahren. wie 
diese Aufgabe zu lösen sei, wird durch folgende mystische Worte angedeutet: 
„Dividirt durch 3, giebt Rest 2: schreibe 140; dividirt durch 5, giebt Rest 3: 
schreibe 63; dividirt durch 7, giebt Rest 2: schreibe 30: diese Zahlen addirt, 
giebt 233; davon subtrahirt 210, giebt den Rest 23, die gesuchte Zahl.” 
Dieser abrupten Bemerkung folgt die eben so aphoristische Notiz: „Für 1, 
durch 3 gewonnen, setze 70; für 1, durch 5 gewonnen, setze 21; für 1, 
durch 7 gewonnen, schreibe 15; ist die Summe 106 oder mehr. so subtra- 
hire davon 105 und der Rest ist die gesuchte Zahl.” 

Untersucht man nun, wie spätere Gelehrte dieses von Sun T'sze nur 
in seinen rohesten Umrissen angedeutete arithmetische Verfahren verstanden, 
erklärt und weiter entwickelt haben, so wird man darüber zunächst durch die 
Schriften des bereits erwähnten T'sen Ku tschaou belehrt, der gegen Ende 
der Dynastie Sung lebte. Die grofse Erweiterungs-Rechnung oder Ta yen 
wird für die vorstehende Aufgabe, und in Anschlufs an die zuletzt im Sun 
Tsze erwähnte Noliz, von ihm wie folgt beschrieben: „Man multiplieire die 
drei Divisoren 3, 5 und 7, wodurch man die Zahl 105 erhält, welche Yen 
mu oder „Stamm-Erweiterung” heifst. Diese dividire man durch die „be- 
stimmte Stammzahl” oder Tiny mu, hier die Zahl 7, so ist der Quotient 15 
die „Erweiterungszahl” oder Yen su. Diese Erweiterungszahl 15, dividirt 
durch 7. läfst 1 als Überschufs, welches der „Multiplicator” oder Tsching 
suh ist; mit dem Multiplicator 1 aber vermehrt, giebt sie als Product die 
„Hülfszahl”, oder Yenyg su, 15. Dadurch ist erklärt, dafs es oben heifst: 
Für 1. durch 7 gewonnen, schreibe 15. Auf dieselbe Weise werden die 
andern Hülfszahlen gesucht, nämlich: 


105 p . . r . 

= — 21. d.i. die Erweiterungszall ; 
21 » “ * [3 

— läfst den Rest 1, d. i. der Multiplicator; 


J 


21x1 = 21, d.i. die Hülfszahl. 


Daraus erklärt sich das obige: Für 1, durch 5 gewonnen, schreibe 21. Endlich 
105 
3 
35 


7 läfst den Rest oder Ki 2, d. i. der Multiplicator; 
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— 35, d.i. die Erweiterungszahl; 





39 xX2 —= 70, d. i. die Hülfszahl, 
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oder wie es vorhin hiefs: für 1, durch 3 gewonnen, schreibe 70. Mit den 
drei Hülfszahlen wird nun die Rechnung fortgesetzt, indem jene mit den in 
der ursprünglichen Aufgabe genannten Resten multiplieirt werden, nämlich: 


0x2=140;5 21x3=63; 15%xX2 — 30. 
Hierin finden die oben als mystisch bezeichneten Worte des Sun T'sze, welche 


zur Lösung der Aufgabe Anleitung geben sollten, ihr Verständnifs, und es bleibt 
nun noch übrig, was eben dort verlangt wird, zum Vollzug zu bringen, nämlich: 

140 --63+30 = 233; 233 — 105 —= 128; 128 — 105 = 23: 
weiches die gesuchte Zahl ist. 

Diese Erweiterungs-Regel oder Tayen, in ihrer einfachsten Anwen- 
dung vorstehend beschrieben, diente spälern Gelehrten zur Berechnung ustro- 
nomischer Verhältnisse; namentlich der Cyklen und Epieyklen. Ein Priester, 
Namens Y?h Kong hat das Verdienst, sie hierzu zuerst angewendet zu haben; 
er starb bald nach Abfassung seines berühmten Werks „Ta yen lei schw” 
im Jahre 717 nach Chr. Auch dieses Werk hat der mehrfach erwähnte 
Tsiın Kiu tschaou ausführlich commentirt; in einer Schrift mit zwei Theilen. 
jeder von 9 Capiteln. Sie führt, im Anklang an das alte Werk des A:u 
ischang, von welchem oben die Rede war, den Titel: „Neun Abschnitte der 
Rechnenkunst”, und zeigt, wie nachstehende gedrängte Übersicht ihres Inhalts 
ergeben wird, in Vergleich mit früheren arithmetischen Werken, einen bedeu- 
tenden Fortschritt. 


In dem ersten Abschnitt des ersten Theils wird zur Berechnung der 
Erweiterungszahl 50 und der Hülfszahl 49 von den vier Hauptzahlen 1, 2, 
3, 4 ausgegangen. Mit diesen wird zunächst folgende Multiplication gemacht: 

1x2x3x4 = 24; 
1xX8xX4 = 12; 
1x2x4 8; 
1xXx2x3 = 6. 
Diese Producte werden dann, als Erweiterungszahlen, mit den vier Hauptzah- 


| 


len in zwei Reihen zusammengestellt: 

Hauptzahlen 1234, 

Erweiterungszahlen 24 12 8 6. 
Die Summe der letztern 24--12--8--6 giebt die grofse Eeweiterungszahl 50: 
das Product von je 2 unter einander stehenden, einer Haupt- und einer Er- 
weiterungszahl, beträgt jedesmal 24. Die gefundene Zahl 50 eignet sich, 
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als gerade, nicht zu einer Hülfszahl zur Fortsetzung der Rechnung; deshalb 
werden die einzelnen Producte aus je einer Haupt- und einer Erweiterungs- 
zahl durch den gemeinschaftlichen Divisor 2 in der Weise dividirt, dafs in 
den beiden folgenden Reihen das Product von je einer Hauptzahl mit der 
unter ihr stehenden Erweiterungszahl gleich 12 ist, nämlich: 
Stammzahlen ı 8,6, 
Erweiterungszahlen 12 12 4 3. 
Nun wird von den Erweiterungszahlen, soweit es angeht, die über jeder 
stehende Stammzahl so oft subtrahirt, bis ein Rest bleibt; was, da bei dem 
letzten Gliede diese Subtraction nicht möglich ist und also unterbleibt, folgende 
Reihen giebt: 
Stammzahlen 1 1 3 4. 
Reste a & 
Diese Reste werden im Fortschritte der Rechnung als Multiplicatoren für die 
zuletzt aufgeführten Erweiterungszahlen 12, 12, 4, 3 gebraucht; woraus, 
unter Wiederholung der Stammzahlen, die Reihen: 
Stammzahlen Em 
Erweiterungs-Hülfszahlen 12 12 4 9 


entstehen. Da nun die zweite Grundzahl 2 oben schon auf 1 reduecirt und | 


dabei die zweite Erweiterungszahl 12 unverändert beibehalten wurde, so wird 
zu letzterer die zweite Erweiterungs-Hülfszahl 12 addirt, die übrigen da- 
gegen werden unverändert gelassen; woraus sich, mit Zusammenstellung der 
Grundzahlen, von denen die Berechnung ausging, folgende zwei Reihen er- 
geben: 

Grundzahlen 1:234, 

Bestimmte Hülfszahlen 12 24 4 9. 
Die Summe der letzteren Reihe 12--24--4--9 beträgt 49, welche, wie oben 
erwähnt, im Y?4 Kiny die Hülfszahl heilst. 

Diese Rechnung im ersten Abschnitt des Y?4 King, welche dort 
noch fortgesetzt wird, diente dazu, durch Zahlensymbole die Zukunft zu 
deuten: sie bildete eine arithmetische Grundlage für die bei den Chinesen, 
wie überhaupt bei heidnischen Völkern, sehr beliebte Wahrsagerkunst. Die 
Zahlen hatten daher hier, wo sie gleichsam als Schlüssel dienten, die Geheim- 
nisse der Zukunft aufzuschliefsen,. ihre besondern Schriftzeichen. So hatte 
die Kins das Zeichen von zwei ganzen Strichen, die Zwe: das Zeichen eines 
gebrochenen Striches. die Drei das Zeichen eines ganzen Strichs, und die 
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Vier das Zeichen eines ganzen und eines gebrochenen Striches. Auf solche 
Weise entstanden die sogenannten Diagramme, welche als die Überreste 
eines sehr alten Systems der Wahrsagerei, dessen Ursprung sich nicht nach- 
weisen läfst, anzusehen sind. 

Die im zweiten Abschnitte des YA Kong aufgestellte arithmetische 
Regel wird auf astronomische Berechnungen angewandt, und durch folgende 
Aufgaben erläutert. Das Sonnenjahr sei gleich 3654 Tagen, die Revolution 
des Mondes 29423 Tage, und das Kea tsze 60 Tage. Im Jahre 1246 war 
der S3te Tag des Keu fsze, oder des Cycelus von 60 Tagen, der erste im 
eilften Monat, der 57te Tag des Kea fsze das Wintersolstitium oder der erste 
Tag des Sonnenjahrs, und der erste Tag des Kea tsze der neunte Tag des 
Monats. Man berechne die Zeit zwischen den beiden Conjunctionen des An- 
fangs dieser drei Cyklen, so wie die Zeit, welche bereits verstrichen ist, und 
die, welche noch bevorsteht. Auflösung: Die Zeit zwischen den beiden Con- 
junctionen beträgt 18240 Jahre oder 225 600 Monate oder 6 662 160 Tage: 
es sind verstrichen 9163 Jahre und stehen noch bevor 9 077 Jahre. 

Der dritte Abschnitt handelt von der Berechnung der Arbeit. Vier 
Gesellschaften, deren Mitgliederzahl verschieden ist, übernehmen die Auffüh- 
rung eines Dammes. Jeder Gesellschaft wird ein gleicher Theil der Arbeit 
überwiesen; wie grofs derselbe aber sei, ist unbekannt; man kennt nur die 
Kräfte, welche jede Gesellschaft verwenden kann und wie viel von jeder 
Gesellschaft, nach Angabe des letzten ganzen Tagewerkes, unausgeführt ge- 
blieben ist. Daraus soll gefunden werden, ein wie grofser Theil des Dammes 
überhaupt vollendet wurde. 

Im vierten Abschnitt wird die @eldrechnuny vorgetragen. Sieben, 
ursprünglich gleich grofse Capitalien werden nach und nach durch Wechsel 
von verschiedenem Betrage, welche täglich darauf gezogen werden, vermin- 
dert. Wie grofs die Capitalien ursprünglich gewesen, und wie viele Tage 
Wechsel auf sie gezogen sind, ist beides unbekannt; dagegen kennt man den 
Betrag der täglich gezogenen Wechsel und den Rest der Capitalien; daraus 
ist die ursprüngliche Summe der letzteren zu berechnen. 

Der fünfte Abschnitt enthält folgende Aufgaben: Drei Landwirthe 
besitzen Jeder eine gleiche Menge Getreide, welches auf verschiedenen Märk- 
ten und nach verschiedenen Maafsen gekauft worden ist. Der Überschufs 
über das volle Normalmaafs ist bekannt: daraus soll gefunden werden, wie- 
viel die ganze Menge betrug. 
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Im sechsten Abschnitt wird eine Aufgabe behandelt, der zufolge drei 
Regimenter nach der Hauptstadt marschiren. Man weils, wie viele Meilen jedes 
täglich zurücklegt, und zugleich die Stunde, wann alle drei die Hauptstadt er- 
reichen, und soll darnach die Entfernung der Hauptstadt von dem Puncte des 
Ausmarsches der Soldaten berechnen. 

Der szebente Abschnitt bezieht sich auf Lösung einer Aufgabe, wonach 
zwei Couriere mit verschiedener Eile eine Reise zurücklegen: es wird ge- 
ragt. welches der erste Ort sei, in welchem sie auf ihrer Route übernachten. 

Im achten Abschnitt ist von der Erbauung des Fundaments eines 
Gebäudes die Rede. wozu 4 verschiedene Sorten von Backsteinen, die der 
Baumeister beliebig auswählen kann, verwendet werden. Die Gröfse der 
Backsteine ist angegeben, und daraus sollen die Dimensionen des Fundaments 
berechnet werden. 

Die Aufgabe endlich, im neunten Abschnitte lautet: Es wird angezeigt, 
dafs 3 Reisfässer, deren jedes gleich viel Reis enthielt, von Dieben zum Theil 
geleert worden sind. Man wufste nicht, wie viel Reis im Ganzen sich darin 
befand, aber es ergab sich, dafs in dem einen Fafs noch 1 Ho übrig ge- 
lassen war, in dem zweiten noch 1 Sching und 1 Ho und in dem dritten 
i Ho. Als man der Diebe habhaft wurde, gestand A., dafs er mit einer 
Pferdestall-Schaufel mehrere Male aus dem ersten Fafs den Reis in einen 
Sack gefüllt habe; B. dafs er in der Eile einen hölzernen Schuh ergriffen 
und diesen mehrere Male aus dem zweiten Fasse voll geschüttet, und Ü., 
dafs er eine Schüssel mehrere Male aus dem dritten Fafs gefüllt habe. Diese 
drei Gefäfse, deren sich die Diebe bedient, sind zur Stelle, und es ergiebt 
sich. dafs die Schaufel 1 Schöng und 1 Ho enthält, der Holzschuh 1 Sching 
und 7 Ho und die Schüssel 1 Schöng und 2 Ho. Wieviel Reis war im 
Ganzen gestohlen worden, und wieviel hatte jeder Dieb genommen ? Antwort: 
Es waren 9 Schih 5 Tau 6 Schiny und 3 Ho gestohlen; A. halte 3 Schih 
1 Tau 9 Sching und 2 Ho genommen; B. 3 Schih 1 Tau 7 Sching 9 Ho; 
©. 3 Schih 1 Tau 9 Sching und 2 Ho. 

Der zweite Tiheel des Werks von Tsen Kiu !schaou behandelt aus- 
schliefslich Berechnungen aus der Astronomie und Naturlehre; wobei eben- 
falis, wie im ersten. die Regel T'a yen zu Grunde gelegt ist. Zu einer Zeit, 
wie damals. wo man nur sehr unvollkommene astronomische Instrumente be- 
safs. war es sehr wichtig, eine Methode zu haben, durch welche sich die 


Dauer des Sonnenjahrs und einzelner astronomischer Zeitperioden, die Un- 
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regelmäfsigkeiten in der scheinbaren Bewegung der Planeten u. dergl. m. 
berechnen liefsen. Auch zeugt es von sorgfältiger Beobachtung der Natur- 
Erscheinungen, dals, wie hier in den 4 letzten Abschnitten geschehen, Be- 
rechnungen über den Fall des Regens und des Schnees angeführt werden. 
Ebenso bemerkenswerth ist die im fünften Abschnitt versuchte Berechnung 
der Länge des Schattens am Sonnenzeiger. Etwas der chinesischen Regel Ta yen 
Ähnliches scheint bei den Hindw’s unter dem Namen Cuftaca bekannt gewesen 
zu sein; worüber seiner Zeit z. B. im Novemberheft des Edinburgh Review 
vom J. 1817. Mittheilungen gemacht wurden. Daraus folgt aber nicht, dafs 
die Chinesen ihre arithmetischen Forschungen von den Hindu’s fertig über- 
kommen. oder von ihnen Elemente der Arithmelik, insbesondere die erofse 
Erweiterungsregel, entlehnt haben; ebensowenig wie Dies von einem ihrer 
Religionssysteme erwiesen ist. Im Gegentheil giebt die auf geistigem Gebiete 
in vielen Fällen unbestritten schöpferische Thätigkeit der schwarzhaarigen 
Söhne Han’s zu der wohlbegründelen Annahme Veranlassung. dafs ihre 
arithmetischen Forschungen von Anfang an ihr selbständiges Eigenthum, welches 
sie ihrer eigenen Geistes- Arbeit verdanken, gewesen sind. 

Bei dem hohen Alter, welches demnach diesen Forschungen unter den 
Chinesen mit Grund zuzuschreiben ist, fällt es nicht auf, dafs ihre Arithmetik 
schon eine ungewöhnlich hohe Stufe der Ausbildung erlangt hatte; nur bleibt 
es merkwürdig, dafs die Chinesischen Gelehrten in ihren Schriften fast immer 
wieder auf den Kiuischany zurückgehen und ihre Gedanken nur für Ent- 
wicklungen der in diesem Werke aufgestellten Grundsätze ausgeben: ollenbar 
in der Absicht, dadurch den Ruhm jenes uralten Autors zu vermehren. 
Dennoch haben seine bescheidenen Nachfolger in Wirklichkeit weit mehr 
geleistet, als er; sie haben zum Theil wenigstens die Arithmetik auf neuen 
Grundlagen zu neuen Ergebnissen weiter geführt. Namentlich geschah Dies 
am Schlufs des 13ten Jahrhunderts durch eine Schrift: Leih lien yuen yıh, 
d.h. Aufstellung der himmlischen Monude, und welche, wie man sagen könnte, 
die chinesische Algebra enthält. Dies haben einige Jahrhunderte später die 
Europäischen, römisch-katholischen Missionare nachgewiesen, welche sich be- 
kanntlich sehr gründlich mit dem Studium chinesischer mathematischer Werke 
beschäftigten. Dabei ist bemerkenswerth, dafs fast gleichzeitig drei verschie- 
dene und ohne Verkehr unter einander arbeitende Gelehrte, die sogar 
einander nicht einmal kannten, in der Arithmetik denselben Fortschritt machten. 


Sie beziehen sich in ihren Schriften nicht Einer auf den Andern: Jeder hat 
il” 








34 5. Biernatzki, die Arithmetik der Chinesen. 


seinen Gegenstand auf besondere Weise behandelt und scheint bei seinen 
Forschungen von einem andern Puncte ausgegangen zu sein. Das eben 
venannte Werk hat wieder den mehrgedachten T'sin Kıu tschaou zum Ver- 
fasser; ihm dient die Monade als symbolische Bezeichnung einer unbekannten 
Gröfse. Die Methode, nach welcher der Verfasser seine Rechnungen voll- 
zieht, schliefst sich der Regel Tayen an, und man könnte also versucht sein, 
nichis wirklich Neues in der Schrift zu finden. Allein die Anwendung der 
Regel Tayen ist so umfassend, dafs Gleichungen vom 6ten, 7ten, Sten und 
von noch höheren Graden hier mit einer Einfachheit und Gewandtheit be- 
rechnet werden, die von dem entschieden schöpferischen Talent des Autors 
zeugen.” Die Theorie dieses Werks findet in einem nachfolgenden „ welches 
der gleichfalls oben erwähnte Gelehrie Le yay Jin king geschrieben hat, 
eine vollständige Erläuterung; daher wir den Inhalt dieses zum Verständnifs 
des ersteren hinzuziehen. Le yay Jin king’s Schrift heilst: Spiegel für die 
Ausmessung oder Berechnung von Kreisen. 

In dem Tien yuen yih des T'sen Kiu tschaou wird die Eins, die 
Monade, als Repräsentant einer unbekannten Zahl .zu Grunde gelegt; als x; 
bei der Aufstellung der Gleichungen aber nach chinesischer Schreibmethode 
jede folgende Gröfse unter die vorhergehende gesetzt und der Ausdruck von 
Coefficienten zur Anwendung gebracht. Die erste Potenz der unbekannten 
Gröfse, oder x, hat ihr besonderes Schriftzeichen, welches in der Aussprache 
Yuen heiflst und rechts neben die Zahl geschrieben wird; eben so wird eine 
Zahl, welche keinen Buchstabenwerth hat, wie wir sagen würden, mit einem 
besondern Schriftzeichen Te bezeichnet. Doch gilt für die Praxis der 
Kürze wegen der Gebrauch, das Zeichen Ywen wegzulassen, wenn man Tde 
schreibt, und dieses nicht zu schreiben, wenn man Ywen hinsetzt. Die Glei- 
chung .e’ -- 15.0” + 66.2 — 360 — 0 wird daher so geschrieben: 

(a.) | d.h. Cubus von «, 

(b.) IS d.h. 15 Quadrat von z, 
(e.) TIL Yuen, d.h. 66x, 

(d.) MITO Tüäe, d. h. soviel als 360. 


Daraus ist zu sehen. wie die Stellung der Ziffern, welche den Coelfficienten 
von 2 bezeichnen, von der Reihe (d.), oder von Te ab, die verschiedenen 
Potenzen von x ausdrückt: die Reihe (d.) bezeichnet die Zahl, ohne Buch- 
stabenwerth,. die darüber stehende (c.) die ersie Potenz von , die oberhalb 
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(c.) stehende (2.) die zweite Potenz. und die oberhalb (d.) stehende («.) 
die dritte Potenz von x; und in dieser Folge, von unten nach oben, geht es 
unbegrenzt fort. Zugleich widerlegt sich auch damit aufs Neue die bisher 
noch vielfach aufgestellte, oben erwähnte Meinung, als sei den Chinesen der 
Gebrauch, durch Stellung den Werth der Zahlengröfsen auszudrücken, unbe- 
kannt; sowie gleichfalls aus diesem Beispiel erhellet, dafs die Chinesen, viel 
früher als die europäischen Gelehrten, sich einer Schreibart der Gleichungen 
bedienten. wonach alle, mit einem Buchstabenwerth (nach unserer Redeweise) 
bezeichneten Coöfficienten auf eine Seite (bei uns die linke) der ihnen 
insgesammt gleichen Zahl gestellt werden; die Methode nämlich, die ange- 
führte Gleichung so zu schreiben: =’ + 152° + 662 = 360, war in China 
früher üblich, als im Abendlande. 

Posttiwwe und negative Zahlen unterscheiden die chinesischen Mathe- 
matiker dadurch, dafs sie erstere mit roiker, letztere mit schwarzer Tinte 
schreiben. So geschieht es in dem Werk des T'sen; doch nicht zum ersten 
Mal; denn in Schriften, die aus dem 6ten Jahrhundert stammen, kommt schon 
Dasselbe vor. Dagegen scheint Le yay Jin king der erste gewesen zu 
sein, welcher die in den Gleichungen, wie wir sie schreiben, zur rechten 
Hand stehende Zahl mit einem diagonalen Strich bezeichnete. So findet sich 
in dem oben mitgetheilten Beispiel einer Gleichung nach chinesischer Schreib- 
Art, die Ziffer O von einem Quersirich durchschnitten. 

Die, wie Wir sagen würden, zur Linken stehenden Glieder einer Glei- 
chung heifsen bei den Chinesen Ke so, die zur Rechten stehende Zahl, der 
die ersteren gleich sind, wird Tung suh oder Yiu suh genannt. Eine 
Multiplication mit der unbekannten Gröfse wird dadurch ausgedrückt, dafs die 
Multiplicanden eine Zeile höher gestellt werden, als die unbekannte Gröfse; 
soll mit dem Quadrat der letzteren multiplicirt werden, so stellt man die Mul- 
tiplicanden um zwei Zeilen höher; soll es mit dem Cubus geschehen, um drei 
Zeilen höher u.s.f. Die dadurch entstehenden leeren Zwischenräume werden 
mit Nullen ausgefülll. Die Division wird in umgekehrter Weise ausgedrückt. 
Man stellt die Dividenden, je nach der verschiedenen Potenz des Divisors. 
eine oder zwei oder drei u. s. f. Zeilen unter den Divisor. Die Gröfse welche 
zunächst unter der Reihe T’üe steht, ist die Quadratwurzel; in der darauf 
folgenden Zeile steht die Cubikwurzel; darunter das doppelte Quadrat u. >. f. 
Ist die Rechnung vollzogen, so wird die Reihenfolge der einzelnen Zahlen- 
werihe umgekehrt, indem die zuletzt gewonnene und bei der Operation zu 
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unterst gestellte Zahl, nun oben an geschrieben wird, woran die übrigen in 
gleichfalls umgekehrter Ordnung sich anreihen. Das darnach nun oben die 
gesammte Zahlenreihe eröffnende Glied heifst Sechih, die Summe; ist noch 
ein zweites Glied vorhanden, so heifst es Fa, Devisor; sind noch zwei mehr 
vorhanden, so heifst das zweite von diesen Fang oder T'sung und das un- 
terste Yu. Bei jeder, aus noch mehr Gliedern bestehenden Gröfse verbleibt 
die Benennung Yu dem letzten, und die übrigen kommen zwischen dem Fany 
und dem Ya zu stehen und werden mit dem Ausdruck LiAn, und zwar, je 
nach ihrer Reihenfolge von Fany ab, mit: erstes Lihn, zweites Likn u. s. f. 
bezeichnet. 

Sind auf diese Weise die einzelnen zur Vollziehung der Rechnung 
gegebenen Grölsen benannt und aufgeführt, so geschieht die Rechen-Operation 
selbst durch die, Ling lung ka fang, d. h. harmonisch abwechselnde Reihen- 
folge genannte Methode, welche nachstehendes, dem Werk des T'sin ent- 
nommene Beispiel näher veranschaulicht. 

Aufgabe: Es soll, um den Werth von .r zu finden, die Wurzel aus- 
gezogen werden aus: 


x*+1534461.2? — 526727677600. 


Auflösung. 





720 Schany. Werth von .r. 
526727577600 Sechih. 
14940217600 
14940217600 
0.. Fang. 
31124800 
76249600 
747010880 
1534464 .... Schung lihn. 
1044464 
64464 
1405536 
1461936 
se Hlea lihn. 
- 700 
1400 
2100 

















7 
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2800 
2820 
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Zur Vergleichung setzen wir die Lösung nach europäischer Methode daneben: 


3 720 
b: 1 0 1534464 731124800 526727577600 
700 490000 45124800 511787360000 


700 71044464 776249600; 14940217600 
1400 980000 29238720 14940217600 


_ 00 64464 747010880 
2100 1470000 


700 7405536; 
2500; 56400 
20 1461936 
2820 
Die übrigen Ziffern der Wurzel werden auf ähnliche Weise berechnet. 
Der andere Autor Yang hwuy, ein Zeilgenosse des T'sen und gleich- 
falls Erfinder dieser Methode, schrieb eine Analyse des Ku /schang, in 


welcher er ähnliche Regeln, aber ohne sie durch Beispiele zu erläutern, aul- 


























{ stellte. 
j Der dritte endlich, T'schu Sch? kih, beginnt sein Werk mit folgendem 
E „Verhältnifs der Lihn bei Berechnung von Zahlen bis zur achten Potenz,” 


welches er aber nicht für etwas Neues ausgiebt, sondern eine „alte Methode” 
nennt, ohne dafs sich sagen liefse, wann sie zuerst erfunden sei. 


1 Ursprüngliche Summe. 
1 1 Factoren. 
un 1 Quadrat. 
1 u CH 
1 A 6 4 1 Doppeltes Quadrat. 
| ıiı5 10 10 5 1 Fünfte Potenz. 
1 6 15 20 15 6 1 Sechste Potenz. 
1 7 21 35 35 21 7 1 Siebente Potenz. 
18 28 56 70 56 28 8 1 Achte Potenz. 


Die mechanische Sructur dieser Tafel, welche, wie leicht ersichtlich, beliebig 
weit fortgesetzt werden kann, ist an sich klar; sie enthüllt die Grundzüge 
für jene Operationen im T'sin, von denen oben ein Beispiel vorgelegt ist. 
Tschu Schi kih veröffentlichte seinen „Kostbaren Spiegel der vier 
Elemente” (auf chinesisch: ISze yuen yuh kihn), wie er sein Werk über- 
schrieb, im Jahre 1303 nach Chr. Geb. und führte seine arithmetischen Ent- 
wicklungen noch weiter, als seine beiden Zeitgenossen, indem er die Eins 
sowohl als bekannte, wie als unbekannte Gröfse gebrauchte. Er nahm nämlich 
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4 Einheiten (Elemente) an, welche er als Himmel, Erde, Mensch und Ding 
bezeichnete; womit er zugleich den Gedanken der Versinnlichung der Zahlen- 
verhältnisse in allem Geschaffenen andeutete. Die drei erstgenannten Ein- 
heiten brauchte er meistentheils zur Bezeichnung bekannter Gröfsen, die 
letztgenannte Wuh, d. h. Ding, zur Bezeichnung unbekannter Gröfsen. 
Ähnlichen Darstellungen begegnet man bei europäischen Gelehrten erst im 
16. Jahrhundert. 

Die zu arithmetischen Rechnungen erforderliche Zusammenstellung 
jener 4 Einheiten oder Elemente lehrte T'schu Sch? kih so, dafs er sie um 
das Wortzeichen für T'öe herumstellte. Die Eins, welche Himmel, Tien yuen, 
bedeutet, steht unter Tüe; die zweite Eins — Erde zur Linken, die dritte, 
Mensch zur Rechten von Tüäe und die vierte Eins, Ding, oberhalb Tüe. 
Daraus bildet sich folgende Tafel: 

1 
u ı 
1 
Stellt man sich diese 4 Einheiten nach unserer Weise durch «+-d5-+c-+x 
ausgedrückt vor, so ergeben sie, ins Quadrat erhoben, die Summe 


a’ --2ab-+ 2ac-+ ax - 5 --2bc-+2br-+ c+2cxr-+x 


oder, wie Tschu Schi kih es ausdrückt, folgende arithmetische Composition: 


1 
u, 
2 
1:0, 7 9:1 
2 
Pa 
1 
welcher, nach unserer Ausdrucksweise, folgende Aufstellung entspricht: 
x 
2bx 0 202 
2ax 
b’ Täe c 


2bc 
Zub 0 2ac 


a’ 
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Ungeachtet der Vorzüge, welche diese Aufstellung der 4 Elemente 
für die Berechnung gewährt, scheint es, als sei dieselbe lange Zeit unbe- 
achtet geblieben. Erst während der Dynastien Ywen und Miny ward sie 
wieder berücksichtigt. So bediente sich ihrer Ko Schau king zur Darlegung 
seines neuen Systems der Astronomie, welches den Titel Schau schi leih 
hat und während der Ywen-Dynastie veröffentlicht wurde. In der Mitte des 
16. Jahrhunderts nahm dann Tiang Schun tschi eine Revision des „Spiegels 
zur Berechnung von Kreisen”, des mehrerwähnten Werks von Le Yay, 
vor, und schrieb dazu einen Commentar. Doch ist derselbe von keinem 
grofsen Werthe, und steht weit hinter einem Werke des Ku Ying tseang 
zurück, eines durchaus selbständigen Denkers, der aus jenem Commentar von 
Tang die Regeln des Le Yay zuerst kennen lernte und: letztere für so 
wichtig hielt, dafs er sie nach dem Originaltext aufs Neue publieirte; ohne Tang's 
unerhebliche Zusätze. Vielmehr fügte er selbst dieser Auflage des ursprüng- 
lichen Textes seine eigenen Forschungen hinzu, welche aber die von Le Yay 
aufgestellten Regeln an Umfang und Tiefe weit übertreffen. Auch gab der- 
selbe Gelehrte das astronomische Werk des Ko Schau king, welches „Bogen 
und Sinus versus” betitelt ist, aufs Neue heraus, um dadurch ebenfalls die 
Forschungen des Le Yay zur Anerkennung zu bringen. Seitdem trat wieder 
eine Pause in der fernern Entwicklung der Arithmetik ein; bis sie gegen 
Ende des 17. Jahrhunderts, unter der Regierung der Kaisers Kanghi, einen 
neuen Aufschwung gewann. 

Damals ward dem gelehrten Kaiser eine Abhandlung über die Algebra, 
wie sie die europäischen Missionare nach China gebracht hatten, unter dem 
Titel: T'seay kan fang vorgelegt, deren Verfasser mehrere dieser, bei dem 
astronomischen Collegium angestellten Missionare waren, und die mit der vor- 
hin ausführlich besprochenen Ten yuen- Regel des Le Yay unbekannt ge- 
wesen sein müssen. Denn sie bedienen sich in ihrer Abhandlung, zur Be- 
zeichnung derselben Gedanken, ganz anderer Ausdrücke; was sie offenbar 
sonst nicht gethan haben würden; schon um ihrer Schrift, bei der bekannten 
Pietät der Chinesen gegen die Arbeiten ihrer Vorfahren, möglichst leicht 
Eingang zu verschaffen. Sie sagen z. B. statt Tien yuen yih, wie es bei 
Le Yay heilst, Yih kan; statt T'sching und Fau brauchen sie die Aus- 
drücke To und Schaou, statt Tung suh sagen sie Teeny suh u. s. f. Be- 
sondere Auszeichnung verdient diese Abhandlung nicht, da sie, in Vergleich mit 
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Le Yay’s Forschungen, nichts Neues enthält. Der Kaiser Kanghi aber liefs 
sie in der Encyklopädie der Wissenschaften, welche auf seinen Wunsch ver- 
anstaltet wurde, aufnehmen; und dadurch ist sie uns aufbewahrt worden. Wir 
haben dieses Werks bereits oben erwähnt. Es führt den Titel: Leuh leih 
yuen yuen, und wir werden noch auf einen Theil desselben ausführlicher 
zurückkommen. Daher mag hier nur Folgendes bemerkt werden. Der gedachte 
Titel heifst: „Die verborgenen Quellen der Harmonie und der Zahlen”, und 
das Werk zerfällt in drei Hauptitheile: Asironomie, Reine- Mathematik und 
Musik. Die von den römischen Missionaren nach China gebrachten allge- 
meinen mathematischen Kenntnisse, so wie insbesondere ihre astronomischen, 
sind in die einzelnen Abhandlungen des Werks aufgenommen, welches sich 
durch Gründlichkeit und Fafslichkeit, so wie durch sehr correcten Druck aus- 
zeichnet. Es ist später sehr oft im Einzelnen commentirt worden, ohne dafs 
die Commentare besondere Erwähnung verdienten. Noch jetzt gilt es als 
kaiserlich - autorisirte Norm für das kaiserliche Collegium von Astronomen 
in Peking. 

Zu Anfang des 18ten Jahrhunderts ward das Studium der Ten Yuen- 
Regel von einem Gelehrten, Namens Me Wuhgan, wieder aufgenommen. 
Derselbe gab ein Werk unter dem Titel Tschrk schwuy e tschin heraus, 
d.h. Perlen, die in den rothen Fufs träufeln. (Dieser auffallende Titel ist eine 
Anspielung auf eine Anekdote von dem alten Weisen Hwaug t:, der bei 
einer Lustfahrt auf dem rothen Flufs, unweit der Awanlun - Berge, mehrere 
werihvolle Perlen ins Wasser fallen liefs, welche erst nach sehr langer Zeit 
wiedergefunden wurden.) Der Verfasser stellte die Arbeit Le Yay’s mit der 
genannten Abhandlung der Europäer, T'seay kan fang vergleichend zu- 
sammen und commentirte sie. Seitdem hat man nicht aufgehört, die Ten 
Yuen-Regel gründlich durchzuarbeiten und von Zeit zu Zeit, mit neuen Zu- 
sätzen bereichert, wieder herauszugeben. Namentlich haben Dies mit beson- 
derem Fleifs und Talent zwei gegen Ende des verflossenen Jahrhunderts le- 
bende Chinesen gethan, beide Eingeborne aus Sw/schau, mit Namen Le Juy 
und Tschang Tun jin. Das berühmte Werk des Ersteren ist betitelt: & schud, 
d.h. nachgelassene Schriften; der Letztere hat eine Reihe von ältern Werken 
über die Tien Yuen-Regel, mit Erläuterungen, wieder aufgelegt. Ein späterer 
Autor Tschang T'so nan schrieb ein mathematisches Compendium: Tsuy wei 
schan fang swan heo, welches, ohne jedoch Neues zu enthalten, die An- 














5. Diernatzki, die Arithmetik der Öhinesen. 91 


wendung der Tien yuen Regel auf die ebene Geometrie und die Stereomelrie 
nachweiset. Im vierten Theile dieser Schrift wird auch die Abhandlung der 
Europäer, T'seay kan fang, berücksichtigt; allein Dies scheint wenig Anklang 
bei den chinesischen Mathematikern gefunden zu haben. 

Vor nicht langer Zeit ist in Yang/schau der „Kostbare Spiegel der 
vier Elemente” des T'schu Sch? kih von dem Gelehrten Lo Ming heang, 
mit Illustrationen des ursprünglichen Textes und einer 3 Bände starken Samm- 
lung von Regeln, neu herausgegeben worden. Diese Arbeit ist sehr gründlich 
und eingehend. Derselbe Autor hat auch eine Anzahl kleiner Abhandlungen 
über die Tien yuen-Regel in ihrer Anwendung auf Trigonometrie, Astro- 
nomie u. dgl. m. veröffentlicht, und ist dazu durch Geldmittel von Yuen Yuen, 
welcher, als vormaliger Gouverneur von Canton den Fremden, und eben so den 
Eingebornen, durch seine freigebige Unterstützung der Wissenschaften und 
Künste sehr wohl bekannt ist, in den Stand gesetzt worden. 

Seit der Thronbesteigung der Ming-Dynastie, bis zur Ankunft der rö- 
mischen Missionare, erfreuten sich die mathematischen Wissensehaften in China 
keiner besondern Fürsorge. Sie gerietihen dadurch in Verfall; wie sich Dies 
namentlich bei den Arbeiten des astronomischen Collegiums in Peking zeigte, 
welche zu nichts mehr taugten. Bekanntlich machte sich Matthäus Ricci um 
die Regeneration dieses Collegiums verdient. Er arbeitete einen Leitfaden 
für Arithmetik aus. welcher nachmals von einem zum Christenthum bekehrten 
Mandarin Le T'sche tsaou revidirt und unter dem Titel: Tung wan swan 
sch’, d.h. Leitfaden (Führer) für die gemeine Arithmetik, edirt wurde. Sein 
Nachfolger, der Jesuit Schaal, schrieb mehrere ausgezeichnete mathematische 
Werke in chinesischer Sprache, welche mit Veranlassung wurden, dafs der 
Kaiser Kanghi jene oben erwähnte Encyklopädie ausarbeiten liels, die er 
selbst durchsah und mit dem gröfsten Fleifs Bogen um Bogen corrigirte. Der 
dritte Theil dieses vortrefllichen Werks, welcher ‚„Suh lt isıngy wan, d.h. Re- 
positorium der Feinheiten arithmelischer Grundregeln” überschrieben ist, be- 
handelt die abstracten Wissenschaften, und dient noch jetzt zur Grundlage der 
Berechnungen des astronomischen Collegiums in Peking. Wir betrachten daher 
diesen Theil etwas näher. 

Er zerfällt in zwei Haupt- Abschnitte, deren erster 5 Theile hat, in 
welchen die .„.Theorie der Gröfsen” abgehandelt wird. Der erste Theil be- 


ginnt mit einer Untersuchung über den Ursprung der Zahlen; es wird uns, 
12 * 
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getreu nach Angabe chinesischer Weisen, erzählt, wie der bekannte Fohr das 
Drachenpferd aus den Fluthen des gelben Stromes herauftauchen sah, das auf 
seinem Rücken das Decimalsystem abgebildet trug. Diese Abbildung wird 
dann mitgetheilt; zugleich eine andere, welche der grofse Weise Yu auf dem 
Rückenschild einer Schildkröte verzeichnet fand, die aus den Wellen des 
Flusses Lo hervortauchte. Den Beschlufs des ersten Theils macht das zu 
Anfang dieser Abhandlung erwähnte Werk T’'schau pi. Die drei folgenden 
Theile enthalten in 12 Büchern eine Anleitung zur Geometrie, welche aber 
der des Kuklid an Klarheit und Gründlichkeit nachsteht. Es wird hier von 
Ebenen und Körpern in jeglicher Gestalt das Nöthige vorgetragen; im letzten 
Buche kommen die Proportionen zur Sprache; wobei Pläne und Entwürfe zur 
Anfertigung von Rissen und andern Zeichnungen gegeben werden. Der 
fünfte Theil umfafst, was man etwa „Arithmetik in Bildern” nennen könnte; 
es werden die Theorien für Berechnungen gründlich durchgegangen und durch 
Beispiele und Figuren erläutert. Der zweite Haupt- Abschnitt handelt in 40 
Capiteln von der Anwendung der Arithmetik und zerfällt in 5 Abtheilungen. 
Die erste, einleitende Abtheilung, welche aus zwei Capiteln besteht, bringt 
Tabellen über Gewichte und Maafse, Darstellungen der Addition, Subtraction, 
Multiplication, Division und der Brüche. Die zweite, 8 Capitel zählende Ab- 
theilung, handelt von den Linien, von Proportionen und Progressionen, von 
der Vermischungsregel, der Gesellschaftsrechnung, der Rechnung von Gewinn 
und Verlust, und von den Gleichungen. Die zwölf Capitel, aus denen die 
dritte Abtheilung besteht, beschäftigen sich mit der Berechnung der Oberfläche 
von Körpern; mit dem Ausziehen der Quadratwurzel; der ältern und neuern 
Trigonometrie; dem Gebrauch der acht trigonometrischen Linien; der Methode, 
die Seiten eines Dreiecks durch einander zu bestimmen; der Flächenmessung; 
der Ausmessung von gerade- und krummlinigen Figuren, der Kreis-Abschnitte 
und regulären Polygone. Die vierte Abtheilung bespricht in 8 Capiteln die 
Körper; die Ausziehung der Cubikwurzeln; die Ausmessung von Körpern mit 
gerade- und krummlinigen Oberflächen, von Kugeln und Kugel- Abschnitten, 
von Polyödern; das Gewicht von thierischen, vegetabilischen und mineralischen 
Sioffen; endlich die Haufen. Die fünfte Abtheilung umfafst 10 Capitel, mit 
Abhandlungen über Algebra; über verschiedene damit zusammenhangende 
Aufgaben; über Logarithmen und den Gebrauch der Secloren. Dann folgen 
3 Supplementbände; mit Tafeln. Die zwei ersten Bände geben die Berech- 
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nungen der Sinus und Cosinus, der Tangenten und Cotangenten, der Secanten 
und Cosecanten, bis zu 90 Grad. Der dritte und vierte Band enthält die 
Divisoren der Zahlen von 1 bis 100000, zur Erleichterung der Rechnung 
mit Logartthmen; am Schlufs jeder Reihe von 10000 folgt ein Verzeichnifs 
der Primzahlen. Der fünfte und sechste Band besteht aus Tabellen für 
Logarithmen von 1 bis 100000, mit 10 Stellen, welche augenscheinlich ein 
Abdruck der 1628 in Holland von Hadrian Vlacg herausgegebenen sind. Am 
Schlufs stehen die Regeln, wonach sich die Logarithmen von noch gröfseren 
Zahlen berechnen lassen, und eine Übersicht des spezifischen Gewichts ver- 
schiedener Substanzen. Der siebente und achte Band enthält Tabellen für 
die Logarithmen der Sinus und Cosinus, der Tangenten und Cotangenten, der 
Secanten und Cosecanten, von O bis zu 90 Grad. Alles Dies ist in einem 
eleganten, aber populären Stil vorgetragen, und offenbar darauf berechnet, von 
allen Gebildeten in China gelesen und verstanden zu werden. Es ist daran 
nichts weiter zu tadeln, als etwa die Weitschichtigkeit des Ganzen, die sich 
aber durch die encyklopädische Darstellung rechtfertigt. 

Die Erfindung der Logarithmen schreiben sich übrigens die Chinesen 
als ihr Eigenthum zu; wenigstens sagt ein gegenwärtig zu Schanghai leben- 
der Mathematiker Le Schen lan in seiner Schrift: Tuy suh tan yuen, d.h. 
Entdeckung des Ursprungs der Logarithmen, worin er eine neue, auf geome- 
trische Formeln basirte Berechnung der Logarithmen aufstellt, dafs diese neue 
Methode „zehntausendmal leichter sei, als die bisher bei den Europäern ge- 
bräuchliche” und dafs sie seine neu entdeckte Methode nicht kennten. Man muls 
dies einem Manne zu Gute halten, der sich nur auf den Inhalt des encyklopädi- 
schen Werks vom Kaiser Kanghi beziehen kann, und dessen selbständige 
Erfindung daher die gröfste Anerkennung verdient; auch wenn sie für Uns 
nichts Neues enthält. Ein Mandarin in Hangtschau, Namens T& heu, ist 
auch damit beschäftigt, eine neue Berechnungs-Art der Logarithmen zu ver- 


öffentlichen. 

Wie man vernimmt, beginnt gegenwärlig überall im grofsen chinesi- 
schen Reiche ein neuer Aufschwung der Wissenschaften. Freilich tritt seit 
fünf Jahren der gewaltige Bürgerkrieg, der die bestehende Verfassung in 
ihren Grundvesten erschüttert, sie zum Theil schon zertrümmert und das 
herrschende System der Ordnung ganz aus den Fugen gedrängt hat, hemmend 
dazwischen. Allein der neue Gegenkaiser, der in Nanking residirt, hat dort 
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die jährlichen Prüfungen der jungen Studirenden, die in den letzten Jahren 
eingestellt waren, jetzt wieder eingerichtet; er ist selbst ein Gelehrter, und man 
kann daher von ihm nur Förderung der Wissenschaften erwarten. Und dafs 
die chinesischen Wissenschaften solcher Förderung werth sind und die chine- 
sische Nation überhaupt auf der Stufe wissenschaftlicher Cultur eine nicht un- 
bedeutende Stellung einnimmt, dürfte, wenigstens für esne Wissenschaft, und 
für eine der edelsten. viel Talent, Fleifs und Ausdauer erfordernde, aus den 


vorstehenden Zeilen erhellen. 


Berlin, im April 1855. 
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6. 


Bemerkung über die Auflösung der biquadratischen 
Gleichungen. 


(Von Herrn Dr. $S. Aronhold zu Berlin.) 





Bezeichnet man die gegebene Gleichung durch 
ax*--4br’ --6ca’+Adr-e —= 0 


und berechnet die Determinanten 











a, bo c-+R ’ 
. D. ı 
RE WM = = E i ‘ 
R 2 Een i 
Eu a PR 








so ist 
4d=d0 
eine cubische Gleichung von der Form 
4—=—-M#+R+0=0, 
welche, wegen des fehlenden zweiten Gliedes, direct durch die Cardanische 


e ' AN 0A ’ 
Regel aufgelöset werden kann. Sind nun = :# (3 =) \ ( Er ). die Werthe der 


andern Determinante, welche den 3 Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, 


ET FEIC HEISE HEIST EHE 


wo die zusammengehörigen Zeichen so zu nehmen sind, dafs ihr Product 





so ist 


positiv ist. 
Noch allgemeiner hat man, für beliebige Werthe von & und n: 


(ax +b)E’+3(de+e)&n+3(er+d)En’+(de+e)n 
g8—in 


IS), 2), + er) +] 
= 21 - ++ 
+), s- + Er - +]: 
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woraus der obige Werth von x folgt, wenn man &—=1, n==0 setzt. Für 


S—0, n=1 erhält man den Werth von =. 


Die Determinanten sind hier übrigens immer so zu bilden, dafs das aus 
der ersten Diagonale entstehende Glied negativ genommen wird. 


Berlin. im Juni 1855. 
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woraus der obige Werth von x folgt. wenn man &—=1, n==0 setzt. Für 


1 
s—0, n=1 erhält man den Werth von a 


Die Determinanten sind hier übrigens immer so zu bilden, dafs das aus 
der ersten Diagonale entstehende Glied negativ genommen wird. 


Berlin. im Juni 1855. 
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T. 


Transformation der Gleichung der ÜUurven I14ten 
Grades, welche eine gegebene Uurve 4ten Grades 
in den Berührungspuncten ihrer Doppeltangenten 
schneiden. 


(Von Herrn Dr. 0. Hesse, Prof. der Math. an der Universität zu Königsberg i. Pr. ) 





l: Bd. 40. S. 260 dieses Journals findet man die Gleichung der 
Curven 14ten Grades aufgestellt, welche eine gegebene Curve 4ten Grades 
in den 56 Berührungspuncten ihrer Doppeltangenten schneidet, und in Bd. 41. 
S. 292 habe ich diese Gleichung hergeleitet. | 

Durch ein etwas abgekürztes Verfahren hat Herr Salmon, auf dem- 
selben Wege, ganz dieselbe Gleichung erlangt, und zugleich eine geometrische 
Interpretation des einen Theils der Gleichung gegeben (A treatise on the higher 
plane curves pag. 89). Auch dem zweiten Theile der Gleichung läfst sich 
mit Hülfe des in diesem Journ. Bd. 45. S.87 angegebenen Satzes eine geo- 
metrische Deutung unterlegen. 

Mit Hülfe der Gleichung der gegebenen Curve läfst sich aber die er- 
wähnte Gleichung vom 14ten Grade auf unendlich viele Arten fransformiren, 
und ich werde ihr in Folgendem eine entsprechendere Form geben, in wel- 
cher auf jeden ihrer beiden Theile die Salmonsche Interpretalion Anwen- 
dung findet. 

Es seien irgend neun Gröfsen v; gegeben, wo die Indices x und i 
die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. Irgend neun andere gegebene Gröfsen sollen 
durch 0% bezeichnet werden. In dieser Voraussetzung lassen sich immer 
9 Gröfsen dX so angeben, dafs der Gleichung 

1) vr tib = w 
Genüge geschieht. 

In der That drückt diese Gleichung, da x und A die Zahlen 1. 2, 3 
sind, neun, in Rücksicht auf die Gröfsen d lineäre Gleichungen aus, welche 
grade diese Gröfsen unzweideulig bestimmen. Da aber nur drei von den 
Gröfsen, nämlich dr, 65, b}, in die Gleichungen eingehen, indem man = 1,2, 3 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIl. Heft 2. 13 
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setzt. so erhält man durch Auflösung dieser drei Gleichungen: 

2) Vw+-Vw-V;w —= Vb; 
wo durch V die Determinante aus den 9 Gröfsen v, und durch V/ ihre nach 
v3 genommenen partiellen Differentialquotienten bezeichnet werden. 


Wir wollen ferner folgende Bezeichnungen annehmen: 


| 


via ver: + 0%; ur, 


(3. rl 
) wi 2 + m +wjz; == 0”, 
Mit Rücksicht auf diese Bezeichnungen ergiebt sich aus der Gleichung (2.), 
wenn man sie mit &, multiplieirt, und dann 1. 2, 3 für z setzt und addirt: 
ww + NV wW+NViwW = Vin ++ bir; 
* und setzt hierauf für A die Zahlen 


1. 2, 3. so findet sich für die Summe aller der Gleichungen: 
(4) ZU’ ww 


NE En 3 Be Bien BB. 3,2 un 
— VW + wW+bw)e, + (bw ww), + (bw-biw +5 w)r;}. 


Multiplieirt man diese Gleichung mit w 


Wenn man dagegen in (2.) z==4 und hierauf für 4 die Zahlen 1, 2, 3 
setzt, so giebt die Addition 
EV wi = Vib+ b3 + b;} 
oder 
(3.) EV/’w; == WA, 
wenn der Kürze wegen 
in 1 | 2 > 
6) B=b4BH+ 
gesetzt wird. Multiplicirt man endlich die Gleichung (5.) mit w'x,+w’r,- wx; 
-und zieht sie von (4.) ab, so erhält man: 
7) EV ww — (wo Wa, + wa) ZEV, w 
— VII —- ww + bw], [ww + (5 — P)w’ bw] 
Pas u 3 . 3 3 /D\ . 
ex [dw —z bw ir % (3; — P)]&s} 
Um einen diesem ähnlichen Ausdruck aufzustellen. der aus ihm durch 


Vertauschung der Elemente » und w hervorgeht, löse man die Gleichung (1.) 
nach den 9 Gröfsen v auf. Dies giebt: 


(3.) wc —- wic: +06 = 0, 


wo c die aus den 9 Gröfsen b gebildete Determinante, und ec“ ihren nach 6/ 


z 


senommenen partiellen Differentialquotienten bedeutet. 
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Man sieht leicht, dafs die Bezeichnungen in (1. und 8.) in den beiden 
Gleichungen (3.) so angenommen sind. dafs diese Gleichungen ?n einander 
übergehen, wenn man überall die Buchstaben ® und «= mit einander ver- 


F) 
tauscht, und zugleich 5 mit —. Der Vortheil der Bezeichnungs-Art ist klar; 


denn da die Gleichung (7.) aus den genannten hervorgegangen ist. so ist es 
erlaubt, auch in dieser Gleichung die angegebene Vertauschung zu machen; 
wodurch sich dann, wenn man berücksichtiget, dafs die aus den 9 Gröfsen 
w gebildete Determinante W —=V.e ist. 
9) ZWvv!"— (v2, vn, 4vV2,)2Wiv 
— Vild Yo + dr + dv/]a, Ho Hd + dv]. 
+ fo + +(d-Ywla,) 
ergiebi. in welcher Gleichung der Kürze wegen 


(10) y= atco+G 





gesetzt ist. 

Wir kehren wieder zu den Gleichungen (1.) und deren Auflösungen 
(8.) zurück. AMultiplieirt man dieselben mit x,, setzt dann A—=1, 2, 3, und 
addirt, so erhält man: 


3 % 
1 ) v0, -- v,b7 + v,b; — w,; 
wo +-wm&gtu,i — cv,; 
unter der Voraussetzung, dafs v,, w, folgende Bedeutung haben: 
y ze REN 
(12.) PETER V,X; gi D„; 
k 1 wir Ba as 
wo, +-Ww0n+W0,0 — w,. 


Die erste der Gleichungen (11.) stellt ein System von drei, in Rück- 
sicht auf die Variabeln v,, ©, v; lineären Gleichungen, und die letzte die 
nach diesen Variabeln aufgelöseten Gleichungen dar. Mit diesen Gleichungen 
findet aber zugleich folgendes merkwürdige System von Gleichungen Statt: 


Kr —bw4bw = (4—- Yu +t9%+0p;, 

yo +&— M)w+bw = du +(&—yY)n-+Gp;, 

bw +bw-+(b— P)w = au+an+(G—y). 

Aus den drei Gleichungen, welche die erste Gleichung (11.) darstellt, ergiebt 
sich nämlich: 


(13.) 


—bw-+ bw, 


2 1 
b;w+bw; 


| 1 

— 50, +09, 
2 1 

— 65 +00, 


| 
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und wenn man diese beiden Gleichungen addirt, so erhält man die erste 
Gleichung (13.). 

Die Gleichungen (13.) zeigen, das die Ausdrücke (7. und 9.) einander 
gleich sind. wenn v”—v, und w“=w, ist. Das Letztere ist der Fall, wenn 
v.— vi und wW—= wi ist. Es findet also unter dieser Voraussetzung folgende 
identische Gleichung Statt: 

(14) ZU, ww, — (w2, 42,4 %,2;) 2V,w; 
— FW vu, — un +94 v%,)EW;v. 

Von dieser identischen Gleichung lassen sich interessante Anwendungen 
in der Geometrie machen, wenn man durch vZ die zweiten partiellen Diffe- 
rentialquotienten einer gegebenen homogenen Function ®, pten Grades, von den 
Variabeln &,. &,. x, bezeichnet, und durch w; die zweiten partiellen Diffe- 
rentialquotienten einer andern gegebenen homogenen Function gten Grades; 
von denselben Variabeln. Aus den Gleichungen (12.) folgt alsdann, mit Be- 
rücksichtigung der bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen: 


ov ow 
= w.—(q—1 s 
Or,” ’ 1 ers ; 








und da 


\ 


v2, 4 %20,-4- 9%, p(p—De, 
wc, + WR, + wir, — g(y—1)w 
ist, so ergiebt sich aus (14.), wenn man für v, und ww, respective (p —1)v, 
seizt: 
(15) g-1YEV, ww; —gg—1)wEV; w; 


— p-I?EWie,u -pp—NvzW;v; 


und (g—1)w 


/ 


in welcher Gleichung ®, und ww, die ersten parliellen Differentialquotienten 
der Functionen v» und ww bedeuten. 

Wir wollen nun diese identische Gleichung (15.), in der Voraussetzung 
dafs p—=g=2 ist, in welcher die Gleichungen v—=0 und w=0 zwei 
Kegelschnitte darstellen, geomefrisch deuten. Die Gleichung EV, w,w, — 0, 
welche ebenfalls die Gleichung eines Kegelschnitts ist, stell den geometri- 
schen Ort der Pole aller Tanygenten des Kegelschnit!s v in Rücksicht auf 
den Kegelschnitt » dar. Dieser Kegelschnitt geht mithin durch die 4 Puncte, 
in welchen die, den beiden Kegelschnitten » und w0 gemeinschaftlichen Tan- 
senten den Kegelschnitt w berühren. Diese Eigenschaft hat aber auch der 
durch folgende Gleichung dargestellte Kegelschnitt: 
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NEN; ww, —yg—1)wEV;w; 
Da nun auf gleiche Weise der Kegelschnitt 

(p—-IYEW,v,v, -p(p—1)vEWivw — 0 
durch die 4 Puncte geht, in welchen die den beiden Kegelschnitten ® und w 
gemeinschaftlichen Tangenten den Kegelschnitt v berühren, und beide Kegel- 
schnitte, deren Gleichungen zuletzt aufgestellt wurden, nach (15.), in einen 
zusammenfallen, so wird dadurch der bekannte Satz bewiesen: Dafs sich 
durch die 8 Berührungspuncte der, zweien Kegelschnitten u und v ge- 
meinschaftlichen Taangenten, wieder ein Kegelschnitt legen läfst, dessen 
analytischer Ausdruck irgend eine der beiden zuletzt aufgestellten Glei- 
chungen ist. 

Es wurde aber die identische Gleichung (15.) deshalb entwickelt, um 
sie in dem Falle p=4 und 9=6 zu benutzen; in welchem Falle die Glei- 
chung in folgende übergeht: 

(16) 258V, ww, — 30wEV, wi = IEW;v,v, — 12 vEW‘v;. 
Man lasse aufserdem die Function w, vom 6ten Grade, die Determinante be- 
deuten, welche aus den zweiten partiellen Differentialquotienten der gegebenen 
homogenen Function v, 4ten Grades, von den Variabeln x,, &,, x;, gebildet 
wird. Dies ist dieselbe Function, die im Vorhergehenden durch V bezeich- 
net wurde. 

Diese identische Gleichung (16.) dient nun dazu, die in Bd. 40. S. 260 
und Bd. 41. 5.292 angegebene Gleichung der Curve 14ten Grades, welche 
die gegebene Curve 4ter Ordnung o—=0 in den Berührungspuncten ihrer 
Doppeltangenten schneidet und welche sich durch 


(17.) ZV/w,w, -30.082V/ wi; — 0 
darstellen läfst, auf mehrfache Art umzugestalten. 
Am besten wird es sein, die Summe IV} wi; zu eliminiren; wodurch 
man, mit Berücksichtigung der Gleichung v—=0, für die Curve 14 Grades, 


welche die gegebene Curve v—0 4ten Grades in den Berührungspuncten 
ihrer Doppeltangenten schneidet, die transformirte Gleichung 


(18) 58V, ww, = 3FW,v,v; 


erhält. 
Wenn man für die Zeichen in dieser Gleichung ihre Werthe setzt, und 
zugleich für die Summen die Determinantenformen anwendet, so stellt sich 
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die Gleichung wie folgt dar: 
oO’ O’v ow o’w ow o’w ov 
or, 0x, dr, 08,02, 08, Or,dr, 92,02, 0x,0x, 08, 
Oo’ O’v ow O’w O’w o’w ov 
02,0%, 03,032, 02,0%, 08, OE:OE, EOH, 08,08. 
3. | O’v O’v uw 3. O’w o’w o’w ov 
O2,0x, 02,0%, 0x,0x, 6f, Ox,0x, Ox,0x, Ox,0x, 0x, 
ow 9w 0 sv ov gr 0 
or, Or, Or, Or, or, 
in welcher ww die Determinante 
O’V o’v o*v 
Ox,0X, 02,08%, 0x,08, 
av O’v ’ Oo Ov 
02,0x, 02,08, 02,0%, 
O’v O’v O*V 
02,0%, 02,08%, 0%,08, 


bedeutet und o—0 die Gleichung der gegebenen Curve 4ten 


Königsberg, im Januar 1855. 











Grades ist. 
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8. 
Uber die Bewegung eines Ellipsoids in einer 
tropfbaren Flüssigkeit. 
(Von dem Herrn Dr. phil. Olebsch zu Danzig.) 





$. 1. 
Einleitung. 

Ma stelle sich eine tropfbare Flüssigkeit, den Raum nach allen 
Seiten hin erfüllend vor. In der Flüssigkeit bewege sich ein Körper, dessen 
(Gestalt vor der Hand nicht näher bestimmt werden mag; und alle Bewegung, 
welche die Flüssigkeit erhält, rühre von der Bewegung dieses Körpers her. 
so dafs man die unendlich entfernten Theilchen als in steter Ruhe be- 
trachten kann. 

Bei der Bestimmung des Widerstandes, welchen der Körper durch 
das in umgebende Medium erleidet, kommen mehrere Ursachen in Betracht, 
welche sich in zwei Classen theilen lassen. In die erste setze ich die Druck- 
kräfte, welche mittels bekannter Hypothesen einer sichern mathematischen 
Schätzung unterworfen sind; in die zweite die Reibung; nebst andern ihr 
verwandten Ursachen, welche der mathematischen Behandlung noch weniger 
zugänglich sind, als die Reibung. 

Ich werde mich im Folgenden nur mit dem ersten Theile beschäftigen, 
aus dessen Betrachtung sich einige, nicht uninteressante Folgerungen ziehen 
lassen werden. Eine derartige Aufgabe hat zuerst Poisson für die Bewegung 
eines Pendels in einer gasförmigen Flüssigkeit abgehandelt (Mem. de l’Acad. 
des sciences, tome XI.) Später hat Dirichlet für die Bewegung einer Kugel 
in einer tropfbaren Flüssigkeit die hauptsächlichsten Resultate angegeben 
(Monatsberichte der Berl. Akademie 1852). und zugleich auf die Möglichkeit 
hingewiesen, das Entsprechende für ein Kllöysoid zu erreichen. Ich habe 
daher versucht, nachdem ich die allgemeinere Aufgabe in kurzen Umrissen 
angedeutet, im Speciellen die bei der Bewegung eines Kllipsoids eintretenden 
Verhältnisse näher zu untersuchen. 

Die erlangten Resultate mit der Erfahrung zu vergleichen, war wenig 
thunlic.. Wo es möglich war, habe ich die Schrift von Duchemin (Experi- 
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mental- Untersuchungen über den Widerstand von Flüssigkeiten, übersetzt 
von Sehnuse) benutzt; doch konnte Dies um so seltener geschehen, als leider 
Duchemin grolsentheils mit Körpern operirt hat, deren Oberfläche einer ana- 
Iytischen Behandlung zu grofse Schwierigkeiten entgegensetzt. 


Die Gleichungen, auf welchen das Problem beruht, sind die gewöhn- 
lichen hydrodynamischen. Die Grenzbedingungen, welche zur Bestimmung 
der willkürlichen Funetionen nöthig sind, erhält man, wenn man die im Un- 
endlichen liegenden Flüssigkeitstheilchen als stets ru4end, diejenigen aber, 
welche den Körper berühren, als auf ihm gleitend betrachtet. Die Geschwin- 
digkeiten eines Flüssigkeitstheilchens nach den Coordinaten- Axen stellen sich 
dabei, wie es in der Hydrodynamik zu geschehen pflegt, als Differential- 
quotienten eener Function dar. Soviel mag in der Einleitung erwähnt sein, 
um späteren Weitläufigkeiten vorzubeugen. 


$. 2. 
Allgemeine Gleichungen, die Einführung geeigneter Coordinaten betreffend. 
Um die Gleichungen des Problems in geeigneter Form aufzustellen, 
sind einige allgemeine Formeln voranzuschicken. 


Es seien &,, 2, 2; die Coordinaten eines Puncts, bezogen auf ein 
im Baume festes Coordinatensystem. In demselben System habe ein Punct 
des festen Körpers, ich will sagen, sein Scehwerpunct, die Coordinaten &,, &, 5;. 
Man nehme ein zweites, ?#m Körper festes Coordinatensystem y, y’, y", an, 
dessen Anfangspunct der Sehwerpunct isl, und dessen Axen die Haupt-Axen 
des Körpers sind. Die neuen Coordinaten hangen mit den alten durch Glei- 


chungen von der Form 


je — SS =aytay-+aY, y-n = we+an ar, 

(1.) 2, —9ı = ay+tay-tay, y—y) = ac+a2r-+@r;,, 
Di = ay+@ay+ay", y'—n' = wat +08, 

Ye rang ayn + ayn T a, er ne u,S + af, + a 525 

(2.) —& = untan-+an', „= a5 4 +05, 
En = at tan, "= wit rt, 


zusammen, wo zwischen den « die bekannten Gleichungen Statt finden, und 
wo die n die Coordinaten des alten Anfangspuncts im neuen System sind. 
Bei der Bewegung werden die a, x, v, 5, n zu Functionen der Zeit; doch 
bleiben die y constant, für alle Puncte des Körpers. 
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Die Geschwindigkeiten des Puncts x, x,, 2, werden, wenn derselbe 
:n die Flüssigkeit fällt, nach der obigen Annahme zu: 








RE, „Er op 
won Er 
Ir 2 
3. m Be | hs 4 
( ) ". dt or, 
dx op 
u = 2 — . 
5 dt Or, 


Die relativen Geschwindigkeiten, welche ein Theilchen der Flüssigkeit in dem 
selbst bewegten Systeme der y annimmt, sind also: 





























dy Op din , zda+x, da) +x,da) 

Be mi: + 1 dt ! 
rd _0p 5, da , da, +z, da, + x, da‘, 

(4) Mn a oy' Tr dt Tr di i 
u dy" Op |, dm" + x da’ + x, da + x, da‘) 

ee dt , 


oder, wenn man Alles durch die « und die y ausdrückt: 


vr = Re Di Be ya! 4 y'A", 
(.) ot = li iin yAar A‘ y"a, 
alt — A" y'A” y A”, 


wo die Gröfsen A die Werthe 


Adt = a,d5-+ a)ds, + adS,. 
(6.) Ad = ad5 + ads, +a,d3,, 
A'dt = ads -- a/ds, + a,ds, 


haben. Die übrigen A sind die von Poisson (Mecan. tome Il.) bei der Ro- 
tation eines Körpers durch p, g. r bezeichneten Grölsen 


A''dt — A'!dt —= (a, da) + a) da) + a, da, ) = —(a, da, + a, da, -—- a, da, ), 
(7.) (A’'dt = Al’dt—= (a, da, + a) da, + re — — (a), da) + a, da, + a; da‘), 
A”dt = A dt — (a,da, + ayday + ayday)) = —(a,da, + a, da, + a,da;) 


Man führe endlich statt der y, y', y" als Variabeln die drei Para- 
meter eines Systems orthogonaler Oberflächen u, u,, «u. ein, welches mit dem 
Körper fest verbunden angenommen wird, so dafs 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 2. 14 
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Pe 


“=Fyyy» y=flmm), 
8) (s=Hlyyy) Y=f(uw m), 
Be =KFı,(yyy') yY'=fu mw) ist. 


Die Functionen F', f sollen so bestimmt sein, dafs 
v.) va ae 


die Oberfläche des gegebenen Körpers giebt, und dafs man ferner, indem u 
wächst, Oberflächen erhält, deren jede die vorhergehende einschliefst, so dafs 
endlich «=» die unendlich entfernten Puncte darstellt. 


Es ist bekannt, dafs die orthogonalen Oberflächen den Bedingungen 


Ou; Oun |, Ou; Own ou; Bun 0 
Oy 2 Ar oy' ; 7 Zul : 2 © 
Oy “21 oy' Oy' oy" ea u 
Owi E Owi Er Om; un ‚ 








(10.) 











genügen, wenn 2 und A verschieden sind, und dafs dadurch die Gleichungen 


11) di du + 5E du +3£ Dali, 
in folgende übergehen: 


Ldu —= Fe 7 dy + 2 dy + dy", 


123 (Kid = Bat Bayı Hay, 
Ener a Id y", 
wo 
k DEN, er) 
De el Da) I EEE. 
7 





HH, de) HE) +. 





Setzt man nun 


d d d 
(14.) w—z; wo =, 


so erhält man aus den Gleichungen (5.): 





| 
R 
= 
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ER a ‚Ö " oy" Fo anuf .. ARE 4 oy' 
he nr nu v7 Zu Kir Ed Ku (r ru Yan) 1 ‚pe 
ar oy Ay! 
2 Yu EN Rz "= if, OY „eo 
Rn A" ee 
2 G m in nn " ‚oy' - 10 Dr ... 
\ et Ou, as On, 2. A ou, m 3) rl 4 a I Yan, 2) | 








$. 3 
Gleichungen zur Bestimmung der Function %. 


Nach diesen Vorbereitungen lassen sich leicht die zur Bestimmung von 


y nölbigen Gleichungen angeben. 
Die Function mufs bekanntlich der Gleichung 


Op, dp | Sy 
TE T du 




















genügen. Dieselbe geht nach Einführung der y in 
op, op, op 
T. 0 = 2 FE ‚2 
(17.) tet 
über, und nach Einführung der « (vgl. Jacob?’s Math. Werke II. 43) in: 
oO [LL, op L,L og oO [LL 09 2 
ia al L lt | L, tz aa 


Da ferner die an der Oberfläche des Körpers befindlichen Theilchen 
auf derselben nur gleeten sollen, so muls w für «==u, verschwinden; daher 
findet zweitens die N 


a) [E-Qrat )-urt].. 


Statt. 





Da endlich noch im Unendlichen überhaupt jede Bewegung fehlen soll. 
so mufs für «=» der Ausdruck 


WWW — (#) +22) +) 


verschwinden, mithin, wenn man «, ı,, «4, einführt, die Gleichung 


(20.) (7) + H 2 ( 2) +: se) od Bu: 








erfüllt werden. 
Es ist leicht zu sehen, dafs man in Folge der Gleichung (19.): 


(21.) yo =—= W- UA — U'’4' — uU"’4'" n- U"A”- UA" UA" 
14 * 
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zu setzen hat, wo #W allein von der Zeit, die U dagegen allein als von 
den Coordinaten u, i,, 4, abhängig zu betrachten sind. Die Gleichung (19.) 
zerfällt dann in folgende sechs: 




















au de BT u 
| ou ou ’ ou ou | ou 
2 30 _ dp mm dr 
(22.) u "EEE u TE ou Try ou 
au" 2 Oyı' au! Ben oy f . oy' 

du Zu .m ou 3 ou SH y' ou } ou HU 


15° bleibt unbestimmt, schwindet jedoch, wie sich zeigen wird, vollständig 
aus der Rechnung. 


$. 4. 
Von dem Druck. 

Man betrachte nun den Gesammtdruck, welchen der Körper durch 
die Flüssigkeit erleidet, und stelle die Integrale auf, welche die Componenten 
und die Rotationsmomente des Körpers ausdrücken. Dieselben sind, in Bezug 
auf die Axen y, y', y' genommen: 

(/pucos (R, ‘)do, /pucos(n, y')do, /[p,cos(n, y")do, 
I /psCy'cos(n, y”")—y’cos(n,y'))do, /ply"cos(n,y)—ycos(n,y'"))do, 
wenn >, den Druck an der Oberfläche des Körpers bezeichnet (u= uw,), n 


die Normale dieser Oberfläche, do ein Element derselben. Die Richtung der 
Normale werde posifv genommen, indem man sich von der Oberfläche des 


(23.) 


Körpers in den Raum hinaus entfernt, so dafs also « zugleich wächst. 
Führt man nun unter dem Integralzeichen «,, u, ein, und erwägt, 
dals das Bogen-Element einer Curve auf der Oberfläche den Ausdruck 
(24) ds — Lidu + Lid 
hat, so findet sich für do: 
(25.) do = L,L,du,du,. 
wo die Wurzelgröfsen Z,. L, positiv zu nehmen sind. Es ist ferner: 


BR: R I du 1 ou 1 ou 
26.) osay=+t7L,: eny)-tLzy en )—tT Hr 


Hier fragt sich, welches Zeichen zu nehmen sei: was leicht zu ent- 
scheiden ist. Denn es sei Av (positiv) ein Element der Normale, so ist der 
nächste Punct der Normale, in ihrer positiven Richtung: 


cos(n,y'). dv, Yy"’+cos(n,y"). Jr, 


. . / .\ des 4 
y7eos(n,y). dv, y- 





PETE ORDDrT: 
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und derselbe sollte auf der Oberfläche u — u,+ Ju, liegen, wo Ju, eine 
positive Gröfse ist. Man erhält aber, wenn man links die Coordinaten des 


Punets einführt: 


—_ 1 (9u u |, Ou Om | Om Om 2: 
27) Aıu=t+-— T (5 ta dr -- Dy EaP 22297 


Ist daher auch 4, stets, wie bei L,, ZL, angenommen wurde, die positive 
Wurzel von Z,, so ist immer das obere Zeichen zu nehmen, damit man die 
Ausdrüke (23.) erhalte; und die Integrale nehmen dann die nachstehende 


Gestalt an: 











LL, 
Be LP er 7 du, dus, 
‚ LL 2 Y 
(28.) P ji L m du - du, du;, 
. ‚m 
—- 2 du, du; , 
. u 
s n 
— Ma (ey 3 Pr y Er a) dus. 
ei 
(29.) PP u ap (yr SL. . ar 4 = du, du, , 





L, L oy' Y 
u L ® poly Su — y' du du, . 


In den Integralen ist «= u, zu setzen, und es sind dieselben über 
die ganze Oberfläche auszudehnen. 
Der Druck p wird durch die bekannte Gleichung 


p y op \’ Op\” 
va le -92.4(5 + 2[(& ae re +2 | 
definirt, wenn y die Dichtigkeit der Flüssigkeit, +Z die Richtung deı 


Schwere bezeichnet, wo 
(1) Z=ortamn to, e+a+g—1 ist. 
Führt man u, u,, 4, ein, So Far (30.) in 
2 EM 2 
wınr 924% "Er tu ET 


(32.) : h age 
Hd =)] 


über, und die Gröfsen a pe erhalten ihre Bestimmung durch die Gleichungen 
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\“ == dt -- Ze du, +: 27 du + Se du, 
(33.) 


ldu, — Heart 2 Se dat ii de. br de. 








Die zweite dieser RL nB dt ge er in 


Mr 2 1 0% 
(34.) ww... to Fu, 








über. und daher giebt die lg, mit (19.): 
DI OU. „ ©) of. — öy' . 
(35.) 1.7 Alben (45 32 Tr 2% + A + [4' (vr —y3)+ | 


Führt man Dies in den Ausdruck von p ein, so zeigt sich, dafs jedes 
der Integrale (28. 29.) aus drei wesentlich verschiedenen Theilen besteht. 
Der erste derselben rührt von dem Gliede 9Z her, von der Schwerkraft; 








an 


. ot . } . Pr .. 
der zweite von 5 und ist ein lineärer Ausdruck der Gröfsen 


am da dam 
dt? dt ’ di 
Der dritte endlich ist eine homogene Function zweiter Ordnung aller Gröfsen 
A, 4'*. Man untersuche nun die letzten beiden noch genauer. 





Den Integralen (23.) ist leicht anzusehen, dafs sie verschwinden. 


wenn 2, einer Constanten gleich ist. Nun kommt aber W in p, nicht anders 
dW 


vor, als in dem Gliede —-; welches in Bezug auf die « constant ist. Die 


Gröfse FW verschwindet also aus allen P. 


Aber die Integrale P vereinfachen sich sehr unter der weit umfas- 
senden rn dafs die Oberfläche des Körpers durch die Ebenen y=0, 


! 


y—=60, —0 in acht symmetrische Theile zerfalle. In diesem Falle 
werden Fe die « zu Functionen, welche ungeändert bleiben, wenn die 
y ihre Zeichen ändern. Ja, man sieht aus den Gleichungen in ($.3.), dafs 
man dann der Funclion g die Form 


(36.) = V-+ VyAd- V'y y4’-+ Vv"y" A" Vy'y" AI Vy"yAR+ V''yy' 4” 


seben kann, wo die F dieselbe Eigenschaft haben und ferner die Gröfsen Z 
i 4 log „ 1 ri 
und die Gröfsen un RE. 


—_. sind. 
OU, y' Ol 








Nun zeigt sich aus der Form der Ausdrücke (23.) unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Behauptung: 
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Wenn p, die Form 
87) m=Ry+Ry'+R'y" + RSyy" HRS" +R"yy' + 


hat und die #& sind Functionen, welche sich nicht ändern, wenn sich die 
Vorzeichen der y ändern, so bleibt von den 7 Gliedern, in welche jeder 
der Ausdrücke (23.) dadurch zerfällt, nur immer Eins stehen, und es ist: 


P —=/Ry cos(n,y)do, P"—/R'[y' cos(n,y")—y"cos(n,y')]do, 
(88) <P’=/Ry'cos(n,y')do, P"—=/R’[y"cos(n,y) —y cos(n, y')]do, 
P"=/R’y"cos(n,y")do, P"=/R'fy cos(n, y') —y’ cos(n, y)]do. 


Im gegenwärtigen Falle hat nun p, diese Form; denn es nimmt die 
Gestalt 


(39.) m. zum — y2- + Z(my+ m'y'tm"y "+ m'?y ' y"+ ın? 21) y'y = m’ yy" \ 
x (ny-+ n'y'in'y "Hay" R) y" tn?’ "y +Hn’!yy') 


an, wo die n und zn jene Eigenschaft haben; und zwar ist immer zn’ mil 
A', ın'* mit A’* proportional; und eben so die n. Wendet man also den eben 
angeführten Satz an, so erhält man folgende Gleichungen, in welchen M 
die Masse eines dem bewegten Körper an Umfang gleichen Flüssigkeitsvolumen 


bedeuten soll: 


/’P — gMcos (g,y)+x A HBAAU + YA, 


P!?: — ei 1 B2 4 A" aA AR, 


P' PER gM cos (9, Y') 12 7 dA —trPAAr+ yAa“, 
(40.) 


pP: — er BA AHA) u 


p' om gM cos (9; are da" —+M"AA”-y"A 7 


da” 


\ p°: ze rt PAA + yA”Aa” 


Die x, #, y sind Constanten; und zwar nehmen die x folgende ein- 
fachen Werthe an: 








| 
= 
= 
4 
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x =y/AaVy 2 du, du,, 

— rer — y" =. 2 du du;, 
—_—(.‘ — a vr du, du, , 

— N uf T V’’y"y NE —y du, du; , 
——.ı' — az vr du,du;, 


nu ‚ 9 
—y uf r 2 y'!y ll —y 3) du, du. 


Die Aufstellung der Werthe von P, y ist leicht, führt aber auf com- 
plieirte Ausdrücke, welche ich anzugeben unterlasse. Die Wichtigkeit der 
Gleichungen (40.) wird sogleich im Folgenden klarer werden. 

Man kennt jetzt die Kräfte, welche, mit Übergehung der Reibung, 
den Widerstand bilden, und kann zur Bewegung des Körpers selbst schreiten. 


(41.) 





S. 5. 


Gleichungen für die Bewegung des Körpers. 


Man nenne M die Masse des Körpers, M’, M', M" seine Träg- 
heitsmomente um die Axen y, y, y'; und Y, Y’, Y" die Componenten 
der an dem Punct y, y’, y" des Körpers wirkenden äufsern Kräfte. Dann 
lassen sich die Bewegungsgleichungen für den Körper, abgesehen von den 
Widerstandskräften, in der Form 


"2 Ra‘ Mm Sn 4 (M"’ — M') AN AR — Q%, 


dA = 


(42) MZ=0, M' 





1(M— N") 2:40 — 0°", 








n2—0g", M"ZZ_ + (MM) Ara — 9" 


darstellen, wo die u. folgende Werthe haben: 
IE.da? +dE, .da? +dE,.da® 








0=zY+M: ir , !=zEyrr"-y'Y, 
i ' < ' £ ’ 
(43.) 0 Iran zY'+ M nubn „Funk, Su a me un j 0°" — Z(y" Y-yY'"), 





0"— zY"ıM d&.da!+dg, .da”' + d£,. da‘ 0" = EyV'—-yY) 


dt? ’ 
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Berücksichtigt man nun auch die Druckkräfte, 


so gehen die Glei- 


chungen (42.) in die folgenden über: 








12 

Mm — 0 —P, M’ —_ — + (M'— M') A" 4" — 0. p'’ 

7 ’ ' dA 0 an 21 4)ı __ NM? 30 

(44.) a = .t- M + (M'’— M") 44 — 0°" — P®", 
m. Be = (P_ pP", M' a" (M' — M’) AAN? — 0" — Pvı 
Die zweiten Differentialquotienten der A sind hier nur in den sechs 

Ai hx 

(sröfsen te — enthalten; und um diese Gleichungen auf die gewöhnliche 


Form zu bringen, in welcher links allein zweite Differentialquotienten stehen, 


darf man sie nur nach diesen Gröfsen auflösen. Dieselben kommen rechts 


u = \ u a Op 
lineär vor; und zwar in denjenigen Theilen der P, welche von = herrühren. 


Es läfst sich demnach, mittels Auflösung lineärer Gleichungen, dem Systeme (44.) 
leicht eine Form geben, welche rechts keine zweiten Differentiale mehr ent- 


hält. nemlich die Form 





in dä 
'M- 4M)— = 0--[0]; 
0 0 da” " ! 0 420 2 "m? 
(M® + am®, ZZ +(M" — M') 4 4° = 0" 410°]. 
M+4N)T=0+L[0]. 
(45.) 
(M' 4 4M') +(M! — Mm’) A 4" — 0°’+10°°], 
(M- 1 2m — 0" -1 [0"]. 
(M" an AN ) er SA (Mi — M’) A” A” — 0'170°'. 


Die / (welche die Correctionen der Masse und der Trägheitsmomente 
genannt werden können) und die eingeklammerten Q, sind von der Ordnung g, 
und verschwinden mit der Dichtigkeit der Flüssigkeit. 


Wir kommen nun auf den oben erwähnten Fall der Symmetrie gegen 
die drei Haupt-Ebenen zurück. Man sieht unmittelbar, dafs alsdann 
Die Gleichungen (44.) schon in aufgelöseter Form gegeben sind. 


Sie nehmen folgende Form an: 
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' \ 1A ! 0 r 420 
(M-+ 4 Mm + BA Ay AA — 0 — gNcos(g,y). 


1A ' A? ' 0 ! / ı 
-- + NAH AA—=Q —gMeos(gY'), 


(M- 4'M —- | p"A A’? -H y" 4 A? umso 0" — yM cos(g; ge 


(46.) {(M+4'M) 





12 
(MV +40) SEE 4(M"— M' 47) AA + BEA A" — QN, 


47) m + aM) + Mm — M" 420) A + BA" A — 0°". 


( 





6“ 





m" + am dm — m 1) Ar Aa — Qi, 


dt 
und es ergiebt sich zugleich: 


4M =, 4dM—=«k, ALM —=k", 


48. v - ‘ 
u AM —=«., AJdM'—=#", 4M" — N. 


Hieraus sieht man, wenn man auf specielle Arten der Bewegung ein- 
seht, dafs in einigen Fällen die 5, y ganz aus der Rechnung wegfallen; wo- 
von weiter unten noch die Rede sein wird. Ich bemerke nur noch, dafs 
wenn der Körper sich ohne fortschreitende Bewegung nur um seinen Schwer- 


punct dreht, die Gleichungen der Bewegung der Form nach ungeändert 
bleiben und nur ihre Co6fficienten Correctionen erfahren. 


$. 6. 
Von der Bewegung der Flüssigkeitstheilchen. Dieselbe geschieht in Fäden. 
Die Bewegung eines Flüssigkeitstheilchens erhält man durch Integration 
der Differentialgleichungen 
de Oo dx, __0p dx, __ 0 


HT dr an Oh: 


(49.) 


deren willkürliche Constanten durch die Anfangslage des Theilchens be- 
stimmt werden. Es ist indefs leichter, nicht die wirkliche Bewegung der 
Theilchen zu suchen, sondern diejenige, welche sie in Bezug auf das im 
Körper feste Axensystem annehmen. Die Gleichungen zu diesem Zwecke sind 


du du, __ dw, 
rer AU And Mr ce er 


wenn man die Werthe der w aus denen (15.) nimmt. 
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Der alleinige Umstand indefs, dafs die fraglichen Differentialgleichungen 
von der ersten Ordnung sind, reicht hin. um zu beweisen: 
Dafs die Bewegung der Flüssigkeit in Fäden geschieht. 
Denn man kann sich die Integrale der Gleichungen (49.) in der Form 


|“ — f (ei, 
(51.) a —= f(am Di), 
[ur == f (2,88) 


ausgedrückt vorstellen, wo «, «', «'" willkürliche Constanten sind. Diese 


Gleichungen bezeichnen offenbar drei Systeme von Oberflächen „ mit einem ver- 
änderlichen Parameter 7. Es ist aber eine Eigenschaft solcher Oberflächen, 
dafs sich zwei, einem und demselben System angehörige Flächen im Allge- 
meinen niemals schnerden können. Denn aus den Gleichungen 


(52.) e—=f(7,0,,02,8), P=f(x,2,,2;,t) 
folgt im Allgemeinen immer 


wu) dee} 

d. h. die Oberflächen fallen zusammen. Vermöge dieser Eigenschaft theilen 
also die Oberflächen den ganzen Raum in sehr kleine Parallelepipeda, welche 
mit der Zeit zwar ihre Gestalt, niemals aber ihre gegenseitige Lage ändern 
können: auf die Weise, dafs jedes Parallelepipedum jederzeit von denselben 
Theilchen umgeben ist. Die Bewegung in Fäden findet also Statt; und zwar 
nicht blofs in eöner, sondern im Grunde in jeder beliebigen Richtung. Es 
versteht sich, dafs sich Dies nur zm Allgemeinen sagen lälst. Denn nimmt 
f die Form $ an, so kann vielleicht die Gleichung (53.) nicht noihwendig 
aus (54.) hervorgehen, und in diesem Falle wird das Zerreifsen eines Fadens 
erfolgen; was dann auch durch die besondern Umstände des Problems sich 
anderweitig erklären wird. 


Specielle Arten der Bewegung des Körpers. 


7. 


Bewegung ohne Rotation. 

Wenn man die aufgestellten Gleichungen auf besondere Arten der Be- 
wegung anwenden will, so 'ist wohl zunächst die reen-translatorische Be- 
wegung zu betrachten. In diesem Falle werden die « constant; die A’ ver- 
schwinden und man erhält: 


ur 
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Ä the dn Ei. dn' "_ dm" 
(54.) A= 1 A'— — eo 4 or 
y nimmt also die Form 
zu dn 7 „ 
(99.) u 6 - U - 


an, und wenn der Körper gegen seine Haupt-Ebenen (oder, was hier gleich- 
viel gilt, gegen irgend drei Ebenen, die in seinem Schwerpunet sich recht- 
winklig schneiden) symmetrisch ist, so gehen die Gleichungen (46.) über in: 





dn y Ä 
vi: 4M)—Z = ZY —gMeos(g,y), 


= ‚Mmı 4 In! 
(56.) Kt IM T- : ZY'— gMecos(y,Yy'), 





AM dn" > ZA 
F (M-+4'"M) 7 — FY"—9gMcos(g,y"), 


oder auch in: 


(M-+a4M-a,dM-.a, 4"M)- x —= FAX — gMecos(y,.x), 





(57.) <(M+a4A4AM+a1M-+a a’M)—- “ — EX, — yMecosig, x). 
0 rg 7 ri 
(M+a4M+ a4 M-- a IM —- 

In diesem Falle also wird durch die Berücksichtigung des Drucks 


alleın, eine Correction der Masse (verschieden in verschiedenen Richtungen) 
bedingt, und rechts eine Verminderung der Schwerkraft; wie sie beim Ein- 


— 2A, — gM.cos(g, 2;). 


tauchen immer erfolgt. 
Die Gleichung (35.) geht in 


(58.) 


über, und die Bewegung der Flüssigkeit wird also ausgedrückt durch die 


4, ot ou, dt Ou, dt en PT 








Gleichungen 


(59) LDidu, — ee ıL: Er) d.h. 





—UÜ PEN |; "_-_Irm 
I’du == oy Dh 6" q di + (3 U din", 

















ou Ä ou ou 
N 2... Mr). Br ., BUN 
(60.) Lıdu, — du, dn -- du, dı + dm, da”, 
er ee #2 " 
Lid, — II a, 1 ET a0, SE zur 











ou, 


ou, ou, 





8. Clebsch, über die Bew. eines Ellipsoids in einer Flüssigkeit. 117 


Man sieht dafs 2 ganz weggefallen ist, und dafs die Verhältnisse 
dny:dn':dy’ nur von der Gestalt der Curve abhangen, auf welcher der 
Schwerpunet sich bewegt. Daher ergiebti sich folgender Satz: 

Die Gestalt der Curven auf denen die Flüssigkeitstheilchen sich relativ 
gegen den Schwerpunct des Körpers zu bewegen scheinen, ist allein von 
der Gestalt des Körpers und von der Curve, auf der sich sein Schwer- 
punct bewegt, abhängig. 


Wird also der Körper auf einer gegebenen Curve fortgeführt, so lassen 
sich die Bahnen (rel.) der Flüssigkeitstheilchen bestimmen, ohne die auf den 
Körper wirkenden Kräfte zu berücksichtigen. 


Es ist übrigens leicht zu sehen: 
Dafs das obige Theorem auch noch gilt, wenn eine Rotation des Körpers 
Statt findet, sobald dieselbe an den Ort, wo sich der Körper befindet. 
oebunden ist. 


Hierzu wird der zweite Fall der Bewegung des Körpers, die Pendel- 
bewegung, zu der ich mich nun wende, ein Beispiel geben. 


S. 8. 


Bewegung um eine feste Axe. 


Man nehme an, der Körper sei mit einer festen Axe fest verbunden, 
und dieselbe sei die Axe der ©; der Schwerpunct bewege sich demnach in der 
x, 2 Ebene; der Radius des Kreises, welchen er beschreibt, sei 0. Der 
Winkel, welchen der nach dem Schwerpunct gezogene Radius mit der X,-Axe 
bildet. soll w heifsen. Dann ist zunächst: 

(6) Se ery, Bi osiay. 

Um die Gröfsen « bequem durch w auszudrücken, führe ich ein Co- 
ordinatensystem 2, 2%,, %, ein, welches mit dem Körper fest verbunden sein 
soll, und dessen Anfangspuncet im Schwerpuncte liegen mag. Die Axe 2 
sei der x parallel, die Axe 2, verbinde die Anfangspuncte beider Systeme; 
ferner falle für v—=0, 2, mit 2,. % mit 2, zusammen; für w—=4n, 2, mit 
— 7, %, mit ©. Dann ergiebt sich: 





| ES mm T, ”=23, 
(62.) 30 —= +7,cosy-4z,siny, 2, — $ = 2,008% — 2, 5in y, 
3, = —zsiny4z,osy m—h—=2,5inYw 2,008. 


Fügt man nun die Gleichungen 
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u r ee 2 
s=aytaytay’; 
[>27 PR () = ! f A} “n 
(63.) a ee CıY + CıY + C y 3 
= dytaytey” 
hinzu, so erhält man durch Vergleichung der Gleichungen (62. und 63.): 





a=6c, =&Gcosy—dsiny, & —=c siny-+c cosy, 
(64.) a=c6C, MAC 05y—$J5y, B — cc, Siny-+C, cosy, 
4, —C), a —=c cosw— csiny, @& — ch sinw-+ 6%, cosy. 


Durch Differentiation erhält man: 








da‘ „dy da? „dy 
RZ 

AR la’ dıy da' dıy 
65. Pe un 0 En ae 
Kr dt rn’ di 4 dt 
da‘! „dı da‘) „ dp 
GA De ie 7 


und daher mittels der bekannten Relationen zwischen den Coöfficienten der 


Coordinatentransformation: 


dıy m dıy 
A —0G — A!" — et 
2 dt’ 0 dt 3 
(66.) A' son 0.6; 24 A?! — £ = 
er 
PT TOREERN „ dıy Br in dy 
P. 7; 2; Arc, Tr 


Die Gleichung für die Bewegung des Körpers erhält man, wenn man 
die Gleichungen (45.), der Reihe nach mit 
' HM. L) 
0%, 06» 005 % 
multiplieirt. addirt. Dann ergiebt sich offenbar eine Gleichung von der Form 


dw dy\” _ nm. 
(7) KL) =R 


wo R, K, L Constanten bedeuten. Es tritt also durch Berücksichtigung des 
Druckes ein Glied hinzu, welches mit dem Quadrat der Winkelgeschwindig- 
keit multiplieirt ist. 

Man betrachte insbesondere den Fall, wo der Körper symmetrisch 
ist, und zugleich die Axen z& mit den y zusammenfallen. Alsdann ver- 





schwinden alle A bis auf 


2 TE. ı2__ dy 
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und man erhält die Pendelgleschung, indem man die dritte der Gleichun- 
gen (46.), mit g multiplieirt, zu der ersten Gleichung (37.) hinzufügt, nämlich: 


B 0 0 2 " d? 
(69.) [(MW+4M’)--0(M-4 ME 


—= (0"-+00")--gMe {cos (g, 21) sin w — cos (g, x) cos. 


Es zeigt sich, dafs durch die Berücksichtigung des Drucks nur eine 
Veränderung der Schwerkraft und des Trägheitsmoments eingetreten ist: 
bei dem gewöhnlichen Pendel also nur eine Veränderung der Pendellänge; 
ohne sonstige Modification der Bewegung. 


Geht man wieder zu dem allgemeinen Falle dieser Bewegung zurück, 


so ergiebt sich ferner: 


gr dy 


wo U von £ unabhängig ist; und die für die Bewegung der Flüssigkeit auf- 
gestellten Gleichungen (15.) werden zu: 





2 du ei 1. 02, ehr 02, 02, 

uhr 77 Zu Te 5 20)» 
„du, ee nn A ea oz, 02, 

K6n, ur BT Vor te Tr u): 
a E = ö2, 

ap m tan en zu); 


wodurch unter anderm das am Ende des vorigen 2. aufgestellte 
Theorem seine Bestätigung erhält, indem sich die relativen Bahncurven finden 
lassen, ohne die Bewegung des Körpers zu kennen. 


Anwendung der aufgestellten Gleichungen auf die Bewegung eines 
Ellipsoids. 


S. 9. 


Bestimmung der Function . 


Der bewegte Körper sei nun ein Killöpsoid, dessen Gleichung 
ee 
(72.) a a a! + re 1 
ist. Über seine Dichtigkeits- Verhältnisse braucht nichts weiter.festzustehen. 


als dafs sein Schwerpunet und seine Haupt- Axen, jener mit dem mathema- 
tischen Mittelpunct, diese mit den Haupt-Axen zusammenfallen sollen. 
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Die « werden hier offenbar mittels der Gleichungen f 
atu.a+u .a-+u, i 
. a— a! .a— u! - 
ka 2 «tu.d tu. tu 
3) ee, 
a ud Ki Au. : 
m __ d'+u.a'+u .a'+u, 
hir. a" — u.a" — a’ 
eingeführt, nach welchen u, u,, 4, sich als die Wurzeln der cubischen Gleichung 
a y” jr 
74. 1 - + - = 1 
(14.) a+ u az a'+u 
darstellen. Die Gröfsen « mögen so auf einander folgen, dafs 
N Bet A 
ist. und die « sollen so liegen, dafs 
(76.) Te>ru>-d>+u>—-« >+m>—au oder 
uı>—u>+4>—- u>+d“>-e: >—x 
ist. Die Oberfläche des Körpers wird dann durch die Gleichung 
(TI Et 
bestimmt. 
Es ist nun bekannt, dafs die Gleichung zur Bestimmung von % die 
Gestalt 
N: Op | Op | o°y 
(8. — (u — WW) <— + (ı — u) — — (u — U) 
( ) v "1 U) der | Er | (; | Von? 
annimmt, wenn man 
d 
du = - 7 k 
v(a+u.«+u.a'-+u) 
-( du , 
(9.) du, Be ug ; „ 
viatu,.«+u,.u"+u,) 
d 
du, = .ı r 
Yia+u,.a'+u,.a"+M,) 
selzt: Es gehen ferner die Bedingungsgleichungen (22.), wenn man g in 
der Form (36.) annimmt, da das Ellipsoid ein symmetrischer Körper ist, in 
oV wi , IV '* 1_V!: 1 V': 
2 - ) Zum län 2( _ ) —— m - at r n - . 
ou /ı a ou Fo a «4 
(80.) u) Br 1—V! Hk) un 2 Su SZ 
ou /, * an, ou /o a "als 
arvı 7 i 
PIE ') > BR 2 ar n iR IV}! 1+9° 
\ou / wii )X cu Fo a' a 
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über. Erwägt man endlich, dafs 


Se N © 
FREE A ee 








AL’: — u—u, U U, 
a+u.a+u.a'+u 
31. Er HM U, — U . 
( ) un: a+u, .a +1, .a'+u, 
AL? de U, —U.U, — U, 





a+u,.«+u,.a'-+u, 


ist, so sind auch die Coeffiecienten der letzten Bedingungsgleichung 


a) HIHI HL. = 9 


hierdurch bekannt. 





Vorausgeselzt nun, die Gleichungen (78,80, 82.) gestatien nur eane 
l.ösung g, welche allen zugleich genügt, so ist es leicht, dieselbe zu finden. 
Man darf nur, was der Erfolg rechtfertigt, die V sämmtlich von w,, 4, un- 
abhängig annehmen. Dann zerfällt die Gleichung (78.) in folgende sechs: 



































a’V AV dlatu) __ 
du? (a Tat du du zas, 
fg r | AV dla +u. a" tu) 
de (a les 7 wu) du du 
er a 4ı N a d(a'+u) u 
(83.) “ du 
De AV" dia" +u.a+u) 
[ ie i Er 
de“ Tea) du du v, 
eV", „ . dV" ‚d(a"'+u) 
A : e% 
du” ve 1 Rn du du >s, 
ag day°' da+u. a+u) _ 
det (a u.d T4 u) du du ua, 
deren Lösungen 
IV ''’ i 
a + it® 1 — C, a nu ud + u° - du rag er 
dV' dV*’ ie 
(84.) a + u —C", a" + ud —u- .* —( : 
I 0 
a" wi —C", a +ud-+u: 322 


und endlich 
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Es. 
Vv -—-Cc/ = —=— LS, 
’ ar 
TWTGHRRERER”, 7 zu 2 ©... MORERGENER, 7. ans. 
at a+u.a'+u ru a — a ? 
. u, 
v — 34 5 = Cs, 
85. r 2 n_$° 
( ) gi... cf. du — 0? s"—S 
Tr a+u.atu a'—a 
V' u; FT NR EREEN c"s", 
DE ne u du — (001 La sind 
Pr a+u.a'+u a— a 
A 


Ich habe die obere Grenze des Integrals überall unendlich gesetzt, um 
der Gleichung (82.) zu genügen. Man erhält nämlich, in Folge der Ent- 


wicklung 





RN 3. 00ER nf a+ u. FE a" + u) 


2 _ atra+tu Mt (3 a’ +a*-1a”) +2 (aa' +u'a" +u'a) =. 
va 3yus 20yw 


durch Differentiation: 




















'S _9, Mu ___2 .,detdte" 
\ zul DI > 7 ae 

. a: 7 3a ta" ta 
(87.) N) Both "6 = = Eon 5yu® + 
Be > ou on 2 Er 3a’ +a+.a' r 
te 


welche Entwicklungen gewifls convergiren, wenn u sehr grofs ist. Hieraus 
sieht man, dafs die Ausdrücke Vy, V’y', V"’y" mit der —1ten, V'’y'y", V*’y"y 
und V”'yy’ mit der — $ten Potenz von u beginnen; ihre Differentialquotienten 
nach u,, w, also desgleichen, und ihre Differentialquotienten nach u respective 


mit der —2ten und der — 3ten Potenz. Demnach beginnt (32) mit der 
Yy Ip 
— 4ten, und - 52), (SF 2) mit der — 3ten. Erwägt man hierzu, dafs wenn 
1 u . s 
u sehr grofs ist, . mit 1, m und L: mit r3 proportional sind, so ver- 


schwindet offenbar, wenn u» ist, jedes Glied der Gleichung (82.) für sich, 
und sie wird demnach erfüllt. 
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Es bleiben noch die Ü zu bestimmen. Führt man die Gleichungen 
(84, 85.) in (80.) ein, so gehen dieselben in die folgenden über: 

















u 2; C 20" (a — a)? + (a + a") (S— SC" 
v(aad’a') .; 2 Yada) =. ——, 

20" y 20° (a" — u)? (a! a) S"— 6?" 
(89.) Y(au' a") —1 + CS, Y(aa'a") + ‚- 9 ) ER 
24. a En 1 +C"S, BR ER u (a— a)’ +(a+a)(S— $') g°' | 
Vlaa'a") 0” ’ Ylaa'a') ne 2 aan gen > 


oder. wenn man 














2 
y — $0 S’_ı Sr _ 
(89.) 1 te Vla+u.a u.a" +u) 
Ze 
a y v(aaa') 
setzt, in: 
et 1 2_ (a — u’)? 
= (TTEHiteT 
+: 1 20__ (a— a")? 
(90.) le 2,—5,’ aa (a—a")2,+(a+a")(S,— IS) ’ Ä 
Ü" — 1 DR a (a' — u)" 
2, —$"? (a — a)2,+ (a — ua) — S,) ’ 


und die Function g nimmt somit folgenden Werth an: 


yS. A y's’. = vg". A" 
er — 1 sm 5 N 





(91) = 








+ (a — a”) (S'— S")y'y". A" 4 (a' ei Ss" — S)y!y. 4 
(“— a")2,+(«+a")(S}— S/') (a — a) &,+(a"+a)($'— $,) 
4 (“— a')(S— S’)yy!. A'' ‘ 
(.—a')&,+(a+«)(S,— S,) 





Wegen der Coöfficienten ist noch Einiges zu bemerken. Zunächst 
sind die S sämmtlich positiv, und also auch &; dabei ist 


(2) S<S'<S". 
Die CE sind also (mit Einem oberen Index) sämmtlich positiv; und zwar ist 
(3) C<Ü'<tC". 


Die übrigen € lassen sich auch in der Form 


16 * 
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pr 1 | 
In an s.+2/_ udn i 
IS d+ua.a"+u Vla+u.a+u.a"+u) 
en 1 
(94.) a—ıa' sı42/7 £ udu 1 s 
+u.a+u Yliatn.atu.a" tu) 
er 1 : 
a — u d 1 
a ern eg v(aru.a'+u.a"+u) 
darstellen. Links stehen gerade die Coöfficienten, welche in der zweiten 
Parenthese der Gleichung (91.) vorkommen. Sie sind, wie man sieht; eben- 
falls sämmtlich poszrtiv. 
Die Grölsen 8, 8’, S” lassen sich leicht auf die gewöhnliche Form 
der elliptischen Transcendenten bringen. Doch hat Dies, wie mir scheint, 
nur ein geringes Interesse, zumal da die Symmetrie der Formeln alsdann 
verloren geht. 
$. 10. 
Gorrectionen der Masse und der Trägheitsmomente. 
Bei der Bewegung des Körpers kann man, da derselbe symmetrisch 
ist, auf die Gleichungen (46, 47.) zurückgehen. Da indefs die Bestimmung 
der , y etwas weilläufig wird, so begnüge ich mich, die Werthe der mit 4 
bezeichneten Correctionen anzugeben. Sie sind: 
I M—=—qV,/y cos(n, y)do, 
IM! = — VS’ Jy'y" {y’ cos(n, y")—y"cos(n, y')l, | 
(95) I M— —qV!/y'cos(n, y')do, 
AM = — gVy" fy'yiy"cos(n, y)—ycos(n,y")}, 
I'M = —qV!fy" cos(n, y")do, | 
AM” = — qVy'/yy'{ycos(n, y')—y'cos(n, y)}; 
wo die Integrale für die ganze Oberfläche des Ellipsoids zu nehmen sind. : 
Man kann dieselben aber durch dreifache Integrale ersetzen, die über das ; 
ganze Volumen des Ellipsoids auszudehnen sind, und hat alsdann: i 
AM = — gV, Sdydy'dy", 4M’— — gV?fy'y'—y" y')dydy'dy", 
(96.) I M= —gV‘ Sdydy'dy", AM = —qV'fiy"y' Tone ; 
TM=—gVJaydy'dy", AM"=—gVo'Kyy—y'y)dydy'dy". 
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Nennt man demnach M die Masse und M’, M’, M” die Trägheitsmomente eines 
dem gegebenen an Volumen gleichen Flüssigkeits-Ellipsoids, so ergiebt sich: 











S,M 
AaM=—VM= 28 
s’M 
(97) (4 M=--VN—- gig: 
| SM 
4" M—= — V,M— 2 — S” . 


( — a”). (S!— SW —MN) 


0 __ rı2,mM' _M'N — 
4m — rM N)- (— a")2, + («+ a")(S!— S,') 
% v\ aaa (@" — a) .(S!’ — S,)(M"—M') 
Te (“" —a)2&, + (a" -+.a) (S!' — S,) 
" __ Yvı, mV hun + (a — a). (S, — 8!) (M’—M) 
AUFTROE) T Far ed, — 57 








(98.) AM — 7207" 





Da M">M'>M">0 ist, so sieht man aus diesen Gleichungen, in 
Verbindung mit dem oben Gesagten, dafs sämmtliche Correctionen posstiv sind 


wie das auch sogleich zu erwarten waı 


$. 11. 
Bewegung der Flüssigkeit. 

Die Bewegung der Flüssigkeit möge in zwei Fällen, in welchen nach 
dem Öbigen die Bahnen der Theilchen sich ermitteln lassen, ohne dafs man 
die Geschwindigkeit kennt, mit welcher das Ellipsoid sich bewegt, etwas näher 
untersucht werden. 

Man nehme erstlich an, das Ellipsoid bewege sich längs einer seine 


Haupt-Axen; und zwar mag diese Axe die gröfseste, y sein; daraus erhält 
man die übrigen Fälle durch Vertauschung der Indices. In jenem Falle ver- 


schwinden alle A, bis auf A selbst, und dieses A wird zu 
de 


(99.) A =. At D) 


wenn man annimmt, dafs die Axen z, x,, 2, den y, y', y” parallel gehen 


Demnach ist 
yS 


IE d 
(100) y=+5-Vy = - sr 


und aus den Gleichungen (15.) erhält man: 
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„os j 
Hm du | 1 5 ”_| ü 
a+u.d+u.a'+u dg R: ac a „(14 st 
(101.) \ u, —, U, — U du, 1 5 
\ . ie u Be iu BEER SOON 
aru,.a+u,.a' tu, ds Mr a+u, (1 + 2, Er) 
A, MM KM, r du, a ei 1 5 j 
a+u,.@+u,.a tu, dE ey. a+u, (1 + 35): ; 
Diesen Gleichungen läfst sich auch die Form | 
| du 
a dl) — J 
u, — u +d.2 ne vol 





(102-) ) — u, dQ2 —= 


u, — ud — — - M- — - | 
al aru.adtu Y Its) yYlatu.d+u.a"'+u) 


geben. Multiplieirt man sie mit 


a+u, a+w, da-+tu, 








oder mit 


„ " " 
a +u, "tu, a'-tu, 


so erhält man unmittelbar die zwei vollständigen Differentiale: 











9." wi du 1 
(103.) "IH HHHNYatu.dta.d" tu)’ 
Ur Pe ® du | 4 
y — ara T-22,—S,t9Yvare.ata.ata’ 
oder, durch Integration: 
6 a j du 1 
(104.) .. Ser 1-4 —8,+S)Ylatn.d+u.a' ta)’ 
| du 1 





2logy' = tu 1-42, —S,+S)yatu.aFu.d tu) 


Es sind also die Coordinaten des Theilchens durch den Parameter desje- 
nigen confocalen Ellipsoids ausgedrückt, auf welchem es sich gerade befindet. 


Die Integrale allerdings sind wohl weiter nicht darstellbar; nicht ein- 
mal näherungsweise, mittels der in der Theorie der elliptischen Functionen 
angegebenen Entwicklungen. Wenn man indefs soweit in die Flüssigkeit hin- 


Fa 
eingeht, dafs sich die sechste und höhere Potenzen von y# = a ver- 


nachlässigen lassen, so kann man den Integralen (104.) folgende einfache 


% 
= 
| 
BG 
= 
Pe 
5 
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Form geben: 
n sg" 


gr = 3: "—y(l4 + z 
(105.) PR 


! 


Bun $' ER 
er 25’ Y = (4 2)t 
Es zeigt sich hieraus, dafs im Anfange, bei abnehmendem «, die 


Bahncurve etwas von der y Axe sich entfernt, um sich ihr dann auf die- 


selbe Weise wieder zu nähern, und endlich ihr parallel zu werden. 
a'' 


Vernachlässigt man auch die vzerten Potenzen von Y>: Y- ; 


so erhält man: 





2 2 
y' = yigg): 


y- y.(ı + 3580) 


Die Bahncurve liegt hier in einer Ebene, welche durch die Axe y geht. 
Erwägt man hiezu, dafs zugleich die Gleichung (74.) in 


106.) 





dry nz 
u u 


übergeht, so wird die Gleichung der Curve in ihrer Ebene, wenn 2 den Ab- 
stand von der yAxe und r den Radiusvector bedeutet, zu: 


(108) z= (14 SE #): 


welche Curve, wie man sieht, schnell einer geraden Linie sich nähert. 
Man betrachte zweitens den Fall, wo das Ellipsoid um eine Haupt-Axe 
rotirt. Es sei wieder y die Rotations-Axe. Es verschwinden alle A, aufser 


A", und p nimmt die Form 








a — a! 


le ‚ ss mn 412 2: 
nn Ba ale dm al 2 4, (TEE) 1 > nee: 3 nano 31: Zum 





an. Die Gleichungen (15.) er alsdann: 


L—- re =yy". ar[(—- a+u N 7 74) 


9.9 — SM) 
7 2% du ]. 











(110.) 


— 


Lo = ” yo - FT )+3 (S-8"( au, Im zn ) 


En 


re ll N tr) 








E 7 
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welche sich auf folgende Form bringen lassen: 





| du 
(ın -- nu,) 26) ur und 
d2 (m -- nu,) (u, — u nt 
Lj \ du, 
111. d2m-nw)(u— u) = —- 
aa u a+u, ’ 
Iu 
dl m nu) (u, — U) — n man be £ 
+ nu) (u— 1) er, MY. 
( i 12 ) N RE 2% (a — a’) 





22 (a — a) —|(d"—a') +2 (S'— 8") (a +u'+ 2u) |V(a+u.a'+u.a" tu)?’ 


So findet man also e’n Integral, indem man die Gleichungen (111.) 
addirt. nämlich: 
Oo 6 "Mdu 
(113.) 2logy — /. P; 
’ J a+u 
Man kann hiebei wie oben näherungsweise verfahren; doch ist Dies um so 
weniger von Interesse, als über das zweite Integral nichts festzustehen scheint. 





$. 12. 
Von Rotations-Ellipsoiden. 
Der Fall eines Rotations-Ellipsoids führt auf eine besondere Verein- 
fachung der angegebenen Formeln; aufser dafs sich die Gröfsen S, S’, S” 
durch log. und arc. tg. ausdrücken lassen. 


Von den sechs Gliedern der Function g verschwindet dasjenige, welches 
der Rotation um die ungleiche Axe entspricht. Der T’heorze nach würde also 
durch alleinige Rotation um diese Axe keine Bewegung in der Flüssigkeit 
hervorgebracht. Der Fehler der T'Aeorie war vorauszusehen, weil bei der Auf- 
stellung der Grundgleichungen des Problems die Reibung zwischen der Flüs- 
sigkeil und der Wand des Körpers, welche in diesem Fall allein die Ursache 
einer Bewegung sein kann. vernachlässigt ist. 


$. 13. 
Bewegung einer Kugel; zumal unter verhinderter Rotation. 


Die Gleichungen für die Bewegung einer Kugel will ich noch kurz 


angeben, obgleich die hauptsächlichsten davon in der oben erwähnten Abhand- 
ung von Dirichlet zu finden sind. 


Setzt man im Obigen 


) 
- 


(114.) nd a" —= dc, C + u er, 





we z 
RE 


ER Paten 


; 
& 
Ri 
14 
# 
= 








EEE, 
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so ergiebt sich 
5) Gut 8" ° und 


Be 





(116.) 9 = — 3 (Ay-- A'y'--A" N), 


indem die der Rotation entsprechenden Glieder, wie zu erwarten, verschwin- 
den. Eben so verschwinden die Correctionen der Trägheitsmomente, und die 
Correction der Masse wird nach allen Richtungen dieselbe, nämlich: 


(117) 44 = 4M. 
Die Kugel bewegt sich also, als folgte ihr eine Flüssigkeilsmasse nach, 
welche ihrem halben Volumen gleichkommt. 
Setzt man endlich 


|? — rcos4, 
(118.) y = rsin#.cosw, 
|y — rsin‘.sinw, 


und betrachtel r, 9, w als die Parameter der orthogonalen Oberllächensysteme. 
so nehmen die Gleichungen für die Bewegung der Flüssigkeit folgende Form an: 





dr r’ Tr ce’ 4 R 9 | . I 4 4" ® \ 
1” Bun» zus 3 cos9--sinY(A cosw-+ A sinw)]. 
+3 3 ! + 
nZ — — a Fl- Asin#- cos$(A’cosw-- A” sin w)] 
(119.) + r°(4°" sino — A'"cosw), 
<ı Zr’+c’, | or 
r sin’ 9 = Aa [— 4’ sino + A’cosw|sind 


+ r’sin #cosI( A’ cosw -- A" sin wo) — A’'r' sin’ 4. 

Von diesen Gleichungen läfst sich ein Integral angeben, sobald A, 

A'’, 4°" verschwinden, d.h. wenn der Mittelpunct der Kugel sich in einer 

Ebene bewegt, und eine Rotation der Kugel nur um die Normale dieser 

Ebene gestattet ist. Denn, dividirt man in diesem Falle die ersten beiden 
Gleichungen durch einander, so erhält man: 


dr r’— ce’ 
(120.) Pr; = ae ig I 


oder, wenn man integrirt: 


(121) (H—e)os®d9=e’r, oder (F—-e)y=«'r; 


wo « eine willkürliche Constante ist und den Werth von y für r—=x 
angiebt. 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. Lil. Heft 2. 17 
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Bewegt sich die Kugel geradlinig, oAne Rotation, längs der y-Axe, so 
erhält man, durch blofse Vertauschung der Coordinaten, aus der Gleichung (121.) 


die zwe2 Integrale: 


(122.) (r? — e’)sin’Fcos®’w — fr, 
yr ("— e)sindsinw — Y’r, 
oder 
5T m 225 Const. 
ass TEE ons 
ı(r — e*)sin u == ıXr. 


Die erste dieser Gleichungen sagt nur aus, dafs die Bewegung in einer Ebene 
vorsichgeht; die zweite giebt die Gleichung der Bahncurve in ihrer Ebene. 

Die Curven, welche durch diese Gleichung dargestellt werden, nähern 
sich, unter wachsendem z, sehr bald geraden Linien, und schon die Curve 
für welche <= 2e ist, ist von einer geraden Linie nur noch wenig ver- 
schieden. In der That findet man für diejenige Curve. welche an der Stelle 
der höchsten Erhebung (= 4) um den doppelten Radius e von dem Mit- 
telpunete der Kugel absteht, z= 1,87....c, so dafs die ganze Erhebung der 
Curve etwa ein Zehntheil des Kugelradius beträgt. Dies wird gewissermafsen 
durch eine Beobachtung von Duchemin bestätigt, welcher die entsprechenden 
Curven bei der Bewegung eines Rotationsceylinders längs seiner Axe von 
einer geraden Linie nicht mehr merklich verschieden fand, wenn man sich um 
den Radius der Cylinderbasis von der Wand des Cylinders entfernte. 

Von den Punecten dieser Curven, welche Duchemin, der in ihnen be- 
sonders starken Krümmung wegen, Znflexionspuncte nennt, habe ich aller- 


dings keine Spur entdecken können. 


$. 14. 


Pendelbewegung. 
Die Gleichung für die Pendelbewegung des Körpers wird im gegen- 
wärtigen Falle: (69). 


(124) [M-+oM-+} MIT — oy(M— M)sinw, 


wenn man aufser der Schwere keine Kraft, und diese in der Richtung x, 
wirksam annimmt; und es ist hier: 


e au Sre’ Are? Arne’ 
(125.) M = 4: 15 M=—-'N:; N=7-1; 





wenn 4, die Dichligkert der Kugel bezeichnet. 





. ER a s w BR, > er 











nn Zum 


VEREINE TEN 
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Nennt man nun 4 die Länge eines einfachen Pendels, welches im leeren 
Raum eben so schwingt wie das gegebene Pendel in der Flüssigkeit, und 4 
die Länge desjenigen, welches wie das gegebene im leeren Raume schwingt, 








so ist: 
i ,__ M°+oM ,_ M°+g*(M+4M) 
Een, I ze Mm’ En MM) 
} a M 
und demnach. unter Vernachlässigung höherer Potenzen von %: 
RE M 54 4 M % 
127) 3er + TH 


Dies ist die Form, welche man für diese Pendellänge anzunehmen 
pflegt; der Coöfficient n ist, wie es sein mufs, von den Dichtigkeiten frei; 
auch nimmt er mit wachsendem o zu, und ab mit wachsendem e. Aber erst- 
lich ist dabei keine unbedeutende Gröfse vernachlässigt; und ferner ist es 
klar, dafs dieser theoretische Werth von 2 stets kleiner sein wird als 3, wäh- 
rend er in den Beobachtungen, welche Duchemin anführt, gröfstentheils 
zwischen 1.6 und 1,7 liegt (p. 181 ete.). Es macht sich also hier abermals 
eine Differenz zwischen Theorie und Erfahrung bemerkbar, welche auch durch 
Berücksichtigung der Rerbung nicht so unmittelbar scheint beseitigt werden 


zu können. 


Die Bewegung der Flüssigkeit wird, da 
1238) g=—tee 2. (8.8) 


st, dargestellt durch die Differentialgleichungen 





dr ae ERTL 
> Tea Mae osmJsinw, 
6 „de BR. sn 5 
(129.) r? dr —. he 00084 sinw, 
2.9 2r? p® “ 2. ) 
rin? 9 — — "EL gsind cos w-- sin’. 


Man erhält een Integral nach dem Obigen unmittelbar, nämlich: 
(130) (—ce)cosF —= e’r; 


ferner aber aus der ersten und dritten Gleichung: 








A) 0 in st 


dr ar (r? — re 


17 * 





x 
“ 
a 
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ine 


, ar ' \ 1 _/ r—c’ — er 
Diese Gleichung wird integrabel, wenn man sie mit tg9 — — _ 
„ . & r 





REREERTRE 


multiplieirt. und giebt alsdann 


2% aa RER: en ; r’dr 
(132) cosw.tgd — EN} 


Das Integral rechts ist durch ellöptische Functionen ausdrückbar. 








Denn zunächst ist 
”. > 
133. wi — lLıi/(r( — E))+1 te / 
Setzt man nun 


ee c RL 1+cosp as 
(184) r= IB (1—y3)-+(1-+Y3)cosp’ 














so erhält man 








Ä 27, de N °p dep u 
(135 Ir — e?)) Barca 5.) VO=HeF Sn) er 73” 
1-+cosam « ‚4243 — A+vV3 
- A—y3)+( +y3)cosam u " u 7° 





pem 


und endlich 


(136.) yir(r—e)) = ey3.Z 2c’y(3y3)sinam dam u 


z —Ta-y3)t( +y3)cosam«]? 

so dafs die Gleichung (132.) die Gestalt 

eu, ce’ y(3y5)sinam Jam « 

v3 ' [a4— v3)+(1+Y3) cos am u]? 
annimmt, durch welche die Bahnen der Flüssigkeitstheilchen nunmehr voll- 


ständig bestimmt sind. 


Danzig, im August 1854. 





(137)  coswig$# — Const. + 
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9. 


Sur Panalogie entre une elasse de determinants 
d’ordre pair; et sur les determinants binaires. 


(Par Mr. Brioschi, professeur a l’universit@ de Pavie.) 





Les remarquables recherches de Mr. Hermite sur la transformation 
des fonctions Abeliennes (Comptes rendus des seances de l’Academie des 
sciences. Fevrier 1855) l’ont conduit a la consideration d’un type de formes 
quadratiques & quatre indeterminees, dont les coefficients sont soumis ä certaines 
conditions. L’auteur a trouve les proprietes caracteristiques de ces formes, 
en considerant l’analogie entre les determinants binaires et les determinants 
de quatrieme ordre, dont les elements sont assujetlis a verifier six equations 
particulieres. Je vais demontrer que cette analogie a aussi lieu entre les 
determinants binaires et les determinants d’ordre » pair, dont les elements 


verifient 4n(n —1) equations. 


1. 

Theoreme. Le carre d’un determinant quelconque d’ordre pair, 
peut toujours elre exprime par un determinant gauche, symetrique, 
d’ordre pair. 

En effet, en multipliant le determinant d’ordre n pair: 
A =(+ta, Uy2y... d,,n) 


par le determinant 








d,2 4,1 dı,n dın—i 
d,2  —dı On Un 
d,,2 ON A, ı “ee Un,n —4,n—ı 


egal en valeur a A, on obiient: 





A—-L= r ’ 
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ou l’on a pose; 





(1.) = 4,14, — 4,24, 4,30, — 4,44,34 +4, n_1d,n —4,, ER 


Or L,,rl4,,=0, par consequent Z, est un determinant gauche syme- 
/rique. Mais tout determinant gauche symetrique d’ordre pair est un carre: 
done le determinant A pourra &tre exprime en fonction rationnelle des ex- 
pressions /,,; pour a4, par exemple, on a: 


A em el — I sla+ alas. 


TA ” ’ 
Soit @,, = Ir - Si dans l’equation l’on fait (1.) s=1. 2...n, on 





en tire les valeurs suivantes de a, ,, @,>: 


) wur Aa, ; En &ı, RR l,.ı “ * 03, ER I: -- ‚Yoohe + G, E n» 
4 


I ne Aa, ;_ı = Gr; l,ır Or; l.. 


(2) (? pair) 


qui donnen!t 


(3 ) Fr Aa, ;_ı = dA, 2 ki r + d;,; In ‚+ en + U,,; An: > 
£ Ao.,, ii = MA-i kurt d; ;—ı en, ‚+ PN 4 d,, Fa n,r > 
el sı 
Be. ° 
’ br Sera dl... 3 
on a4 





2 
Je considere un second determinant: 
 -, 
C U =(+6,1 622%» ... Cn.n)- 
En posant 
Pr.; — C,ıC;2 — C,26,1+ DER . u C, n—1 C, "ee C,, n FR 
dl 
he de,.. 
on a: 
0 Pı.: Pı. n 











WE TREE 


ei. analoguement aux equations (2.): 


Ce i . Yi-ıPaıt Yıi-ıPs2t 4 Yn,i-1Ps,n: 
Yıi PaıtYai Paat°"tYni Pan- 


(4.) 


| 


+ Ce, ;-: 
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Soit 





(9.) d,, ı6;, 1 + a, 26,, 2 - ER + d,, n C, ee A, sy 
on a: 
AC —- A= Z(+4,14,.:-4,.); 
et par consequent: 








2 | 
(6.) L,, BEN A, l 4A,: PRRT A, A,ı 7 rn + A, nl A, er A, n A, n—1* 

Si l’on pose 

(.) k; en 7; 24, Be Y; 1 U, 2 + ie + Vi: n U, nl vi; n—1 d,, n 9 
les equations (A. et 5.) donnent: 

8) 0.4, = kırpsıt RP t + hr -Pon: 

Mais en faisant r—1,2,...n dans (7.), et en multipliant par 4,,r7, h,r,.. 
les @quations, qui en resultent, on obtient, en egard aux &quations (3.): 


| n ] - } | 7 
A.B BF zılı,rt Rohe, ji w le + %;,n den, r) 


r,J J 
Raid dA ; 
ou D, Aue: > et par consequent: 
r, 


(9.) Ak, , u 2 B,;t, 1 + B; ;l,.: .: Be 2. BD; n® 


3. 
Soit encore: 
(10.) C,; . A,, rC,ı + A,, 6,2+ ag + A,, r6&;, n 9 
v= =Z(+C,ı C.. ... C,, n 9 
on a: 


a 


Baar 
P,, = (,10,2—C,,C,1+:"+0,,-1C,2 — O,nC,.-1- 

En substituant dans (10.) pour A,,, 4,,; -.. les valeurs donnees par 

l’equation (8.), et en posant 


(11.) Is,r u. ce, ık,, + 6,2, N + Glenn 
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on obtient: 





(12.) Well — Gs1Pr,1T7 952Pr,2+ En +4,nPr.n- 
Si en dernier lieu on fait 
D d\V 


u dG,, s' 
on a: 


C. B,, u D. 1 €, s + D,..c;, s + ER + D,, Ü 
d’ou, en posant s—=1,2,... n, et en ajoutant les resultats. multiplies par 
Co2s —Csı19 +++ En —Cynı; ON obtient: 


‘ 7 Y, » | » . 
(13.) C(B,,c,2—B; .c,ı- ..- B,_1,rC,n— B,,,c 


\ 
| 's,n—1) 


—= D,ıPı,.t+ D,.Pp:, s + EN? + D,.nPr,- 


4. 
On trouverait des formules analogues si l’on multipliait le determinant A par 


n,89 


+ 4,1 + a; 2 na 4- a; n 
—dı — 42 DER ,# we 
A _—— [2 . 
' ’ 
-- U, 1 “ U, Wa | A, n 
# ia d,—ı,1 Bei d,_1,2 ME d„-ı, n 








ou aussi par quelque autre disposition qui rend A’ gauche symetrique. 


formules auront @evidemment des relations avec celles ci-dessus. 


si l’on fait: 








Par exemple. 


0 IN, 2 My, 

A? tie M PN IN; i 0 .. AN; n 

IM; IN,,2' ° IM, n 

A 
m, = Gr, —U,5 +4 rn, nr nn,s: 
ei i 
(14.) Bi, vom br, Er, l,rz,, 1 “ +1, -@n-ı,; —l,_1.,4n,s 
3 
on aura: 1 
( 1 5 ) + Am; s = h, Ss 0], | + h;; 03,1 - ... -- h,. S On,i ’ (2 pair) 

u. Pe Am;_,,; ni h,, ‚Oi +; Or; + en + An, sn,i- ; 
d. 


Supposons que les quanlites «,,,, e,, donnent 


(16.) 





ho = 


Pı>2 = 


| 


„er! 


P3.4 


— 
——f, 
. 


n—1,n 


Ku = P-,n — u, 


4 
j 








® 
14 
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et reduisent a zero toutes les autres expressions /,,, p,,,, on aura: 
L=!t", P=#", 

et les equations (2.) donneront: 

Bi. +l"a,_,:15 im = —tÜ"A,_Li: 


m m 
0,1, —UA, is Gr, +t A, i® 


(17.) 


(, r pairs) m—in—1. 


Ges formules font voir l’analogie entre le determinant A et les deter- 
minants binaires. On en tire: 


\ 


mi 
= (+0, 1022... O;i 4 B =(+4, 14: ... 4;; 5) 


\ N 22 1 
=(+0,1%,2 +... &iıio) = * ’>(+a,,@: ... 2-20; ;), 
et par consequent: 


m—i+l / iz 
Be =(+4a 1%: ..(@;; == (+ U;rı,irı biy2,ir2 +» d,,n)s 
i" PE(+a1@: ... b_2i-2 a,;) u (+ 4; ; Uiyıiyıe 8,2) 
L’equation (8.), a cause des conditions (16.), donne: 
u” A, RER k,_ı, 5) u” A, vl k,, s (r pair) 
ou, en vertu de l’equation (9.): 
m ) r r 
"w"A,, =+Bo‘. "wW"A_, = —B..-1 
I" u” A;.:-ı —B_,:; _rrA.n = + B,,. 


En substituant ces valeurs dans l’equation (6.), on obtient: 


— "u" L; s == A, B_1+4,.:B_1:+ Ay 4 AB: 
+ I” u” L_ı. Er A,ıB;,: +4,.B;: + wi +4,n B;.; 


c'est a dire. on aura: 


\ 


Li: u L.=" ze nen == L.u; 


et toutes les autres expressions Z,,, seront zero. 
Pareillement on tire des @quations (11, 12.): 


L y 
— ern C; s B,;_ı C,, Eve B, 1 6,2 a ig 7 B,:-ı C;, ac Fe B,-ı, u. C,, n 
+ mu” C_,, Be B,.; C,ı ri B..: C,2 + a + B,.; C,n-1 Eaarr B,_1,i6;5,: 


et a cause de (13.): 


\ 


im u” C;, Fr + D._,.-ı s im u” NT —D, ‚-.ı ’ 
er.” ir —D_,.:; x” i—1,r-1 7 + D,,. 
Donc on a: 
—t"u"P,, = (1 D,1+0C,.Do.+"+C,.D-,.; 


+ "u" FE ns C D, 1 + Q,.,D;: + . +6C,.D;. ? 


Crelle’s Journai f. d.M. Bd. LII. Heft 2. 18 
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ei par consequent: 
(18) Po=Pu= + =P_.. =. 
Les autres expressions donnent P,,=0. 
Les quantites =, ,, liees aux /,, par les &quations (14, 15.), devront 
satisfaire aux m&mes conditions que celles /,,; c’est ä dire, on aura: 





MM; meer —m, in > t, 
et les autres donnent m, ,—(. 
6. 
En supposant que les quantites «,,, soient les coefficients de la forme 
yuadratique a n indetermindes: 


f aa) za, st,%;; 
et qu’au moyen de la substitution lineaire 


L, = 6,ıYı+ G1ıYyat "+ on,1ıYa; 
u. = C1,2Yıt &,2Y2+ 62V; 


2. = CnYıt &nY2 + u +6,nYn; 
on transforme f en 
f= Z0,,Yy,Ys 
on a le suivant 
Theoreme. Si les coefficients a, , de la forme f, et les coeffi- 
cients c,, de la substitution lineaire sont soumis aux conditions (16.), 
ceux de la transformee f seront assujettis aux conditions (18.). 
En designant par 
p = 2u,,Ä,Ä, 
la forme adjointe de f, les equations (17.) donnent le suivant 
Theoreme. Si les coefficients de la forme f sont soumis aux 
conditions (16.), la forme adjointe p s’obtiendra en posant dans f: 
zz —=4+X_t", 2, =—Ä;t” (i pair). 
La serie sygnaletique: 


m+]1 
1, u, Steh N. Zinn, 


etant composee d’un nombre impair des termes, dont le premier et le dernier 
(lorsque n est impair) sont positifs, ne pourra presenter qu’un nombre pair 
de permanences; par consequent la loi d’inertie des formes quadratiques due 
a Mr. Sylvester, donne le suivant 
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Theoreme. Si les coefficients a,, de la forme f, sont soumis 
aux conditions (16.), et se 4n est pair, la forme f sera reductible 
par une substilution reelle, a une somme algebrique de n carres, des- 
quels un nombre pair auront des signes positifs. 

Ces trois theoremes sont pour les formes quadratiques a n indetermi- 
nees, analogues ä ceux qui ont ete Enonces par Mr. Hermite pour les formes 
quadratiques a quatre indeterminees. 


T. 


En supposant que les 4n(n —1) conditions (16.) soient satisfaites 
par les quantit6s «@,,, on pourra exprimer ces dernieres en fonction de 
4n(n--1) indeterminees. Nous ferons usage pour cela de la methode em- 
ployee par Mr. Hermite pour la transformation d’une forme quadratique en 
elle-meme. (The Cambridge and Dublin Mathematical Journal N’. XXXIV. 1854.) 

Soit: 
ae / 


F (w.- Y, ”r T, Font); ER 
S(X.Y—_XY,,, (r=2,4,..n). 


| 


wir. ee) 
v&... X, NW... X) 


‘ 


On sait qu’en posant 
T, - A, a 2w,; y,+ Y, un 26,, 
les valeurs de X,, Y, qui transforment en elle-meme la fonction w, doivent 


verifier l’equation 


! „d 
RRTE 5. + +: +, = 22,(0,_8,— 0,6...) 


de 


On satisfera & ceite &quation avec toute la generalite possible en faisant: 


dıy 
A,= u ät ". a +8 %,,2 - — + 17%,079, 
u dıy dy dıy 
Y, Pen de 7 2; 2 dw, +. dr 7%, 


en supposant que les indeterminees 2, , soient soumises aux conditions 


# 
| 


Fer z,. i) im, 1 — %,_1,i-15 2 ;, 1 —:,_Li (2 r pairs) 


b) 


et par consequent soient en nombre In(n--1). 


En designant par Z le determinant 
18* 
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31,1 1+ 21,2 +.» Z1,n—1 21, 
1 + 232,1 22,2 ... 22,n—1 22, 
Zn—ı,1 Zul? re metal 1 +8; 
Sn,ı 3,2 ITTEN 1 + 2,,n-ı Sn,n 
ei par 


=Z(+9,102,2... ©,,n) 


le determinant a elements reciproques, la forme w sera transformee en elle- 
m&me par la substitution lineaire 

ix, IaDER 2 (v, r—1 A, + Ur, PP « -- en + ®,, r—1 Ä,) ner ZÄ,, 

22,1 = ?%vd,, Xı + ©; 7 + ++v,, A,)— ZX_; 

Zıy, aa 2 (d,, r—1 Y, + ©, r—1 Y, + vr + Ü„, r—1 Y,) “1 Z m 

7 /, A 2 (vd, Y,+v,, Y,+ {gg + Par Y,„)— ZY,_, 


Par consequent les relations (16.) seront verifiees en posant: 


2a, 2v,, yL; u. BE (2V,_ı: De Z) Vi, . . Za,_, Yu; 2v,,, vh; 
Za,, =%,,\Vb ... Za, =(v,,‘n—- Zt... Za,. = %,,,-ıVl. 


8. 
Si l’on suppose n—8, les conditions (16.) peuvent &tre aussi satis- 
faites par les valeurs suivantes: 


Ad, = 4,2 = +4; = +4,,=4,,= + 4 = tm, = tb ma, 
= 1 > + 43 = GT 5 7, —=+ ds ı — ==®, 

u. = ta ı = —l, = —-ıu2:=4,= + GG, = 4, ac, 
4a == 3 = + Go — .ı = u + Ha d, 
a=+ bs —=+ 47 = +4, = 4; ı — + d;,2 — + 4,3; — + d, 4 =—=Ee, 
4, = yıs A: + 43 u: NY + Ag, 3 —=f; 
4, + a7 u, + Gız= 717: I; 
4, 3 = —%, = —- 4; 6 = —4, 5; = 4,4 = — 4; = +4, = 4; ==, 





et l’on aura: 


= +++ +e+P+g’+R. 
En supposant que des &quations analogues subsistent entre les quan- 
tites c,, et en faisant: 


= 
: 
' 
| 


EL, 


rn 4 


} 
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on obtient: 


u—atbt.+h, 
et: 


A, = aa, + bb, 4 cc, 1dd, DELIEHRT DL +4, 
A, = ba, — ab, + de, — cd, + fa —efi hg — Tr 


A,,; = ca, — db, — ac, +bd, ve ie = +4,= 
A,.— da, + cb, — be, — ad, + he, + 9fı — (9ı — eh, = — A, = 
A,;= ea, +fb, +gc,+hd, + ae dfi +0 + dh= +4, 





A,s=fa, — eb, + hc, — gd, + be, — af, + dg,— ch, = ER A, 
A, = 94, — hb, — ec, + fd, + ca — dfı,— a +bhh,= + A,3=--- 


A,s = ha, + gb, — fc, — ed, + de, + ch, — bg, — ah, = — A, ,; — 
par consequent l’equation Z,,—t.u donne: 
AıtA:t+- +A,s tu: 
extension d’un theoreme d’Kuler tres- connu. 
Pavie.„ Mars 1855. 
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10. 


Die Gleichheit und Ähnlichkeit der Figuren, und 
die Ähnlichkeit derselben. 


(Yon Herrn Dr. &. Baltzer, Oberlehrer am Gymnasium zu Dresden.) 


(Auszug aus einer Abhandlung des Verf., die unter demselben Titel mit dem Schulprogramm 
Ostern 1851 und bei G. Schönfeld in Dresden erschienen ist.) 





Die Aufklärungen, welche das System der Geometrie durch die Lehre 
von den Verwandtschaften der Figuren theils erhalten, theils zu erwarten 
hat, veranlafsten mich. eine elementare Behandlung dieser Lehre zu versuchen. 
Um den Bedenken auszuweichen, welche gegen die bisher zu Grunde gelegten 
Definitionen wegen Einmischung von Lehrsätzen erhoben werden können, habe 
ich Linien-, Flächen- und Raumfiguren besonders in Betracht gezogen. Die 
Allgemeinheit der synthetischen Untersuchung wurde durch Rücksicht auf den 
Gegensatz der Grölsen geführt. 


I. Gleiche und ähnliche Linearliguren. 


Wenn den Puncten einer Geraden A, B, C, D, .. die Puncte einer 
Geraden 4’, B', C', D', .. entsprechen, so dafs A'B', A’C', AD‘, ... mit 
dem gemeinschaftlichen Anfangspunct A’, den entsprechenden Strecken einzeln 
gleich und dabei A’C', A'D',... mit A’B’ einstimmig oder entgegengesetzt 
sind, je nachdem dies bei den entsprechenden Strecken der Fall ist: so sind 
ABCD.. und AB'C'D'.. gleiche und ähnliche Linearfiguren; d.h. jede 
Strecke ist der entsprechenden (homologen) gleich. 

Solche Figuren sind einstimmig, oder entgegengesetzt, wenn die Ge- 
raden. auf welchen ihre Puncte liegen, zusammenfallen, oder parallel sind: 
einstimmig, wenn eine Strecke der entsprechenden gleichgerichtet ist, en/ge- 
gengesetzt, wenn eine Strecke der entsprechenden entgegengerichtet ist, 

Bei einstimmig gleichen und ähnlichen Linearfiguren sind die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Puncte (Projectionsstrahlen, projetantes) 
AA', BB, .. einstimmig gleich; bei en/gegengesetzt gleichen und ähnlichen 
Linearfiguren haben dieselben eine gemeinschaftliche Mitte. Beiderlei Figuren 
sind perspectivisch, insofern die Verbindungslinien durch einen Punct (Pro- 
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jectionspunct) gehen; die einstimmigen Figuren haben einen äufsern, un- 
endlich fernen Projectionspunct, die entgegengesetzten einen inneren (Mittel- 
punct); letztere zeigen sich zugleich znvolutorisch. 


Wenn die Geraden, worauf gleiche und ähnliche Figuren liegen, sich 
schneiden und der Durchschnitt seldbstentsprechend (tautolog) ist, so sind die 
Figuren perspectivisch, mit äufserem, unendlich fernem Projectionspunct. 


Ist der Durchschnitt #% der Geraden, worauf die gleichen und ähnlichen 
Figuren liegen, nicht selöstentsprechend, so giebt es auf ihrer Ebene einen 
ausgezeichneten Punct IS, und eine ausgezeichnete Gerade s. Es sind nämlich 
SA und SA’, SB und SB’, .. von gleicher Länge, und bilden einstimmig 
gleiche concentrische Strahlenbüschel. Die Kreise durch A, und die einzelnen 
Paare entsprechender Puncte, gehen durch 8; desgleichen die Geraden, welche 
AA', BB’, .. rechtwinklig halbiren. Die Gerade s bildet mit AB und 4'B’ 
entgegengesetzi-gleiche, mit RS rechte Winkel; auf ihr liegen die enispre- 
chenden Puncte von kürzestem Abstande: die Mitten A”, B",.. der Verbin- 
dunglinien AA', BB’, ... Die geraden von 8 nach A”, B”,... bilden einen 
Strahlenbüschel, der den vorhin erwähnten concentrischen Strahlenbüscheln 
einstimmig gleich ist. Die rechtwinkligen Projectionen der Verbindungslinien 
AA’, BB‘, ... auf s sind einstimmig gleich; A"B” ist der rechtwinkligen 
Projection von AB auf s einstimmig-gleich. Die Verbindungslinien 44’, 
BB', .. nebst AB, A’B', s, berühren eine Parabel, deren Brennpunct S, 
deren Axe RS, deren Scheiteltangente s ist. 


Il. Gleiche und ähnliche Planfiguren. 


Wenn den Puncten einer Ebene A, B, ©, D, E, .. die Puncte einer 
Ebene 4’, B', C', D', E', .. entsprechen, so dafs die Dreiecke, mit ge- 
meinschaftlicher Grundlinie, A’B'’C', A'B'D', A'BE', .. den entsprechenden 
Dreiecken gleich und ähnlich und dabei AB’D', AB'E', .. mit AB'’C ein- 
stimmig oder entgegengesetzt sind, je nachdem dies bei den entsprechenden 
Dreiecken der Fall ist: so sind ABCDE .. und AB'C'D'E'.. gleiche und 
ähnliche Planfiguren, d.h.: dem Durchschnitt von zwei Geraden der einen 
Figur entspricht der Durchschnitt der entsprechenden Geraden, der Geraden 
durch zwei Puncte die Gerade durch die entsprechenden Puncte; dergestalt, 
dafs die entsprechenden Strecken, Winkel, Flächen, Linearfiguren, Strahlen- 
büschel einander gleich sind. 
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Solche Figuren sind eenstimmig oder entgegengesetzt, je nachdem ein 
Paar entsprechende Dreiecke einstimmig oder entgegengesetzt sind; mithin 
nur dann, wenn ihre Ebenen zusammenfallen, oder parallel sind. 


l. Einstimmig-gleiche und ähnliche Planfiguren. 

Sind ein Paar entsprechende Strecken eonstimmig (ABB’4' ein Pa- 
rallelogramm). so sind es auch die übrigen Paare; die Verbindungslinien AA’, 
BB',.. sind einstimmig gleich und selbstentsprechend; die Figuren sind 
perspectivisch, mit äufserem, unendlich fernem Projectionspunct. 

Sind ein Paar entsprechende Strecken entgegengesetzt (ABA’B' ein 
Parallelogramm), so sind es auch die übrigen Paare; die Verbindungslinien 
AA, BB, .. haben eine gemeinschaftliche, selbstentsprechende Mitte, die 
Figuren sind perspectivisch, mit innerem Projectionspunct, und involutorisch. 

Liegen die Figuren auf einer Ebene, und haben ein Paar entsprechende 
Strecken verscheedene Richtung, so giebt es auf ihrer Ebene einen selbst- 
entsprechenden Punct S in endlicher Ferne. Durch S gehen: 

Die Geraden, welche die Nebenwinkel entsprechender Strecken hal- 
biren, d. h. die von AB und B’A', BC und C’B', .. gebildeten Winkel; 

Die Geraden, welche die Verbindungsliniien AA, BB, .... recht- 
winklig halbiren; 

Die Kreise, auf denen sich die entsprechenden Strahlenbüschel schneiden. 

Die Mitten der Verbindungslinien, 4” von A4', B" von BB), ... 
und die Mittelpuncte der eben erwähnten Kreise, bilden Figuren, welche den 
gegebenen einstimmeg-Ähnlch sind (S. unten). 


2. Entgegengesetzt-gleiche und ähnliche Planfiguren. 

In jedem Falle giebt es eine selbstentsprechende Gerade s, mit welcher 
die entsprechenden Geraden enigegengeselzi-gleiche Winkel bilden, und auf 
welcher einstimmig- gleiche und ähnliche Linearfiguren und die Mitten der Ver- 
bindungslinien 44’, BB',... liegen. Ist ein Punet von s in endlicher Ferne 
selbstentsprechend, so liegen die Figuren symmetrisch gegen die Axe s, und 
sind znvolutorisch. Die entsprechenden Strahlenbüschel schneiden sich auf 
gleichseitigen Hyperbeln, für welche s die gemeinschaftliche Asymptote ist. 

Anmerkung. Eine Planfigur, welche durch eine Gerade in zwei ein- 
stimmig-gleiche und ähnliche Theile zerschnitten wird, hat einen Mittelpunct 
und unendlich viele Durchmesser, und heilst centrisch oder ein Parallelo- 
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gramm im weilern Sinne. Solche Figuren lassen sich aus dem gemeinen 
Parallelogramm als Grundfigur dadurch ableiten, dafs man auf den entgegen- 
gesetzten Seiten einstimmig-gleiche und ähnliche Figuren aufsetzt, oder solche 
von den gegenüberliegenden Winkeln abschneidet. 


Eine Planfigur, welche durch eine Gerade in zwei entgegengesetzt- 
gleiche und ähnliche Theile getheilt wird, heifst syınmetrisch (im engern Sinne), 
die Gerade ihre Are. Solche Figuren lassen sich aus dem gleichschenkligen 
Dreieck als Grundfigur ableiten. 


Analog lassen sich aus den regulären Figuren theils solche ableiten, 
die einen Mittelpunct von höherer Ordnung haben, so dafs z.B. je n Radien, 
welche die Ebene in gleiche Winkel theilen, einander gleich sind und die 
Figur in einstimmig-gleiche und ähnliche Theile theilen; theils solche, welche 
mehrere Axen, und dadurch höhere Symmetrie, in Verbindung mit einer 
gewissen Cenfricität besitzen. 


Ill. Gleiche und ähnliche sphärische Figuren. 


Die vorigen Sätze werden auf die Kugel übergetragen, wenn man 
Hauptkreise statt gerader, sphärische statt planer Dreiecke, sphärische Kegel- 
schnitte statt besonderer Kegelschnitte zweiten Grades setzt. Das Unterschei- 
dende bilden die einer Figur zugehörige Gegenfigur und Polarfigur, und der 
Mangel unendlich ferner Puncte. 


Zwei ejnstimmig-gleiche und ähnliche sphärische Figuren haben also 
einen selbstentsprechenden Punct S, dessen selbstentsprechende Polare ein- 
stimmig-gleiche und ähnliche Linearfiguren enthält. 


Zwei entgegengesetzt-gleiche und ähnliche sphärische Figuren haben 
einen selbstentsprechenden Hauptkre:s s, worauf einstimmig-gleiche und ähn- 
liche Linearfiguren liegen, und dessen Pol @egenpunct des ihm entsprechenden 
Punctes ist. Sie können nicht nur in eine symmetrische Lage gegen s ge- 
langen, sondern die eine kann auch zur Gegenfigur der andern werden. 


IV. Gleiche und ähnliche Raumfiguren. 

Wenn den Puncten des Raumes A, B,C, D,E, F, .. die Puncte 
des Raumes A’, B', C', D', E', F', .. entsprechen, so dafs die Tretraöder 
mit gemeinschaftlicher Basis, A'’B'C'D', AB'C’E', AB'C'F', .. den ent- 
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sprechenden Tetraädern einzeln gleich und ähnlich und dabei AB'C'E', 
ABCF,... mit A'B’C'D' einstimmig oder entgegengesetzt sind, je nach- 
dem dies bei den entsprechenden Tetraödern der Fall ist, so sind ABCDEF 
und AB’C'D'E'F' gleiche und ähnliche Raumfiguren; d.h.: dem Durch- 
schnitt von Geraden und Ebenen der einen Figur entspricht der Durchschnitt 
der entsprechenden Geraden und Ebenen; den Geraden und Ebenen durch 
Puncte der einen Figur entsprechen die Geraden und Ebenen durch die ent- 
sprechenden Puncte; dergestalt, dafs die entsprechenden Strecken, Flächen, 
Winkel, Räume, Linearfiguren, Planfiguren, Strahlenbüschel, Ebenenbüschel 
einander gleich sind. Die entsprechenden Linearfiguren, Planfiguren, Raum- 
figuren, die zu solchen Figuren gehören, sind einstimmig, oder entgegengesetzt, 
je nachdem es ein Paar entsprechende Strecken, Dreiecke und Tetraöder sind. 


1. Einstimmig-gleiche und ähnliche Raumfiguren. 


Im Allgemeinen haben sie nur eine Schaar von parallelen Geraden, 
welche den entsprechenden Geraden parallel sind, so dafs die auf ihnen lie- 
genden Linearfiguren den entsprechenden einstimmig-gleich und ähnlich sind 
(eine dieser Geraden s ist selbstentsprechend) und eine Schaar paralleler 
Ebenen (normal s), welche den entsprechenden Ebenen parallel sind, so dafs 
die auf ıhnen liegenden Planfiıguren einstimmig-gleich und ähnlich sind; keine 
derselben ist selbstentsprechend. Die Ebenen, welche die Winkel von ent- 
sprechenden Geraden (AB und 42’) rechtwinklig halbiren, und diejenigen, 
welche die Nebenwinkel entsprechender Ebenen halbiren, sind der selbstent- 
sprechenden Richtung s parallel. Durch die Drehung einer Raumfigur um 
die selbstentsprechende Gerade, und durch die Bewegung der Raumfigur in 
der selbstentsprechenden Richtung, entstehen besondere Lagen; nämlich: 


a) FPerspectivische, mit äufserem, unendlich fernem Projectionspunct 
auf s; jede Parallele zu s ist selbstentsprechend, jede Linearfigur mit der 
entsprechenden eenstömmig; 


b) Involutorische Lage, mit der Axe s, deren Puncte selbstentspre- 
chend sind, gegen welche die entsprechenden Planfiguren auf den durch s 
gelegten selbstentsprechenden Ebenen symmetrisch liegen, während die ent- 
sprechenden Planfiguren auf den zu s normalen, selbstentsprechenden Ebenen 
perspectivisch sind, mit einem Projectionspunct; 


c) Congruenz. 
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2. Entgegengesetzt-gleiche und ähnliche Raumfiguren. 


Im Allgemeinen haben sie nur eine Schaar von parallelen Geraden, 
welche den entsprechenden Geraden parallel sind, und auf welchen Linear- 
fisuren liegen, die den entsprechenden en/gegenyesetzt-gleich und ähnlich 
sind (eine unter diesen Geraden (n) ist selbstentsprechend, mit dem selbstent- 
sprechenden Punct S), und eine Schaar von parallelen Ebenen (normal n), 
welche den entsprechenden Ebenen parallel sind, und auf welchen Planfiguren 
liegen, die den entsprechenden einstimmig-gleich und ähnlich sind. Eine unter 
diesen Ebenen & (durch S'’) ist selbstentsprechend. Auf & liegen die Mitten 
der Verbindungslinien AA’, BB', ..; durch S gehen die Ebenen, welche 
AA', BB’, .. rechtwinklig halbiren. Die Geraden, welche die Winkel der 
entsprechenden Geraden halbiren, sind normal zu n; die Ebenen, welche die 
Nebenwinkel der entsprechenden Ebenen halbiren, sind parallel zu n. 

Sind die entsprechenden Planfiguren auf e perspectwrsch, mit äufserem. 
unendlich fernem Projectionspunct, so haben die Raumfiguren keinen Durch- 
messer n in endlicher Ferne; dagegen sind die Geraden einer Richtung auf 
e selbstenisprechend, so wie alle Richtungen, parallel mit e, selbstentsprechend. 

Sind die entsprechenden Planfiguren auf & perspectwwisch, mit in- 
nerem Projectionspuncte S, so haben die Raumfiguren unendlich viele Durch- 
messer n durch 8, und sind perspectivisch; mit innerem Projectionspunct. 

Sind die entsprechenden Planfiguren auf e congruwent, so haben die 
Raumfiguren unendlich viele Durchmesser », normal zu &, und sind symme- 
trısch gegen &. 

In den beiden letzten Fällen sind die Raumfiguren zugleich znvolutorisch. 

Bei gleichen und ähnlichen Linearfiguren im Baume sind die Ver- 
bindungslinien AA’, BB’, .. mit einer bestimmten Ebene parallel; ihre Mitten, 
A" von A4', B” von BB’, .._liegen auf einer Geraden, die mit AB und 
A’'B' entgegengesetzi-gleiche Winkel bildet; die Ebenen, welche 44', BB',.. 
rechtwinklig halbiren, gehen durch einen Punct 8”, so dafs S"AB .. und 
S"A'B'.. gleich und ähnlich sind. Die Verbindungslinien AA’, BB, .. 
haben einerlei rechtwinklige Projectionen auf eine Gerade, die den von AB 
und A’B’ gebildeten Winkel halbirt; A"B” ist den rechtwinkligen Projectio- 
nen von AB und A’B’ auf jene Gerade eonstimmig-gleich. Die Ebene durch 
A’B”, normal zur gegebenen Winkel-Ebene, welcher AB und A’D' parallel 
sind, schneidet AB und 4ä’B’ in den entsprechenden Puncten von kleinster 
Entfernung. 


19 * 
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V. Ähnliche Linearfiguren. 

Wenn den Puncten einer Geraden A, B, C, D, .. die Puncie einer 
Geraden A’, B’, C’, D', .. entsprechen, so dafs AB’, A’C', A'D', .. mit 
dem gemeinschaftlichen Anfange A’, zu den entsprechenden Strecken dasselbe 
Verhältnifs haben, und dabei A’C’', 4'D', .. mit A’B’ einstimmig oder ent- 
gegengesetzt sind, je nachdem dies bei den entsprechenden Strecken der 
Fall ist; so sind ABCD .. und A’B'C’D'.. ähnliche Linearfiguren; d.h. 
jede Strecke hat zu der entsprechenden dasselbe Verhältnifs. Ist eine Strecke 
der entsprechenden einstimmig oder entgegengesetzt, so ist es auch jede andre. 


Zwei ähnliche Linearfiguren auf einer und derselben Geraden, haben 
einen selbstentsprechenden Punct, in endlicher Ferne. Zwei ähnliche Linear- 
figuren auf verschiedenen Geraden einer Ebene, mit einem selbstentsprechen- 
den Puncte, sind perspectivisch, mit unendlich oder endlich fernem Projections- 
punct, je nachdem der selbstentsprechende Punct endlich oder unendlich fern ist. 


Ist A der nicht sich selbst entsprechende Durchschnitt von Geraden, 
worauf ähnliche Linearfiguren liegen; sind A’, B”,.. die innern Theilpuncte 
von AA', BB), .., 4", B",.. die äufsern Theilpuncte derselben Verbin- 
dungslinien nach dem Verhältnifs entsprechender Strecken (AB: A'B'); sind 
4‘, B”, die Mittelpuncte von Kreisen durch R, welche zugleich durch A 
und A’, B und DB’, .. gehen; sind 4', BD", .. die Mittelpuncte von Kreisen, 
deren Durchmesser A’A”, B’B”, .. sind: so finden folgende Eigenschaf- 
ten Statt. 


Die Kreise A", B", .. schneiden sich in einem Puncte SS; 

Die Puncte A”, B”, .. liegen auf einer Geraden s, die mit AB und 
A'B' entgegengesetzt-gleiche Winkel bildet; 

Die Puncte 4”, DB”, .. liegen auf einer Geraden n, welche mit AB 


und A’B’ supplementare Winkel bildet; s und n schneiden sich rechtwinklig in N; 


Die Kreise A’, B’, .. schneiden sich sämmtlich in S und N, und 
einzeln die Kreise A, B, .. rechtwinklig; 

Die Dreiecke SAB, SA'B', SA'’B’, SA"B”, SA'B", SA'B' sind 
einstimmög-ähnlich; desgleichen die Dreiecke SAA', SBB', ..; die Dreiecke 
NAB und NA’B' sind enigegengesetzt-ähnlich; 


AB, A'B', s, n sind veer harmonische Tangenten der Parabel, welche 
von AA’, BB’, .. berührt wird und deren Brennpunct $ ist. 
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VI. Ähnliche Planfiguren. 


Wenn den Puncten einer Ebene A, B, C, D, E, .. die Puncte einer 
Ebene A’, B', C', D', E', .. so entsprechen, dafs die Dreiecke mit gemein- 
schaftlicher Grundlinie, AB'C', A'B'D', A'B'E', .. den entsprechenden Drei- 
ecken ähnlich, und dabei 4’B'D', AB'E', .. mit A'’B’C' einstimmig oder 
entgegengesetzt sind, je nachdem dies bei den entsprechenden Dreiecken der 
Fall ist: so sind ABCDE.. und AB'C'D'E’.. ähnliche Planfiguren; d.h.: 
jedem Puncte der einen Ebene entspricht ein Punct der andern Ebene; dem 
Durchschnitt von zwei Geraden der einen Figur der Durchschnitt der ent- 
sprechenden Geraden; der Geraden durch zwei Puncle die Gerade durch die 
entsprechenden Puncte; dergestalt, dafs die entsprechenden Winkel und Strah- 
lenbüschel gleich sind, die entsprechenden Strecken dasselbe Verhältnifs haben, 
und die entsprechenden Flächen sich wie die Quadrate entsprechender Strecken 
verhalten. Je nachdem ein Paar entsprechende Dreiecke einstimmig oder ent- 
segengeselzt sind, sind es auch die ähnlichen Planfiguren. 


1. Einstimmig-ähnliche Planfiguren. 


Je nachdem ein Paar entsprechende Strecken einstimm?g oder entye- 
gengesetzt sind, sind es auch die übrigen Paare, und die Figuren sind per- 
spectivisch, mit selbstentsprechendem äufserem oder innerem Projectionspunct. 
in endlicher Ferne. 


Liegen die Figuren auf einer Ebene, und haben ein Paar entsprechende 
Strecken verschiedene Richtung, so giebt es auf ihrer Ebene einen selbstent- 
sprechenden Punct S. Durch denselben gehen: 


Die Kreise, auf denen sich die entsprechenden Strahlenbüschel schnei- 
den und deren Mittelpuncte A, B", .. sind; 


Die Kreise, deren Mittelpuncte A’, B’, .. auf den Verbindungslinien 
AA', BB‘, .. liegen und welche die Verbindungslinien innen in A”, B",..., 
aufsen in A”, B"',.. nach dem Verhältnifs entsprechender Strecken (AB: A’B’) 
theilen. 


Die Figuren SABC.., SA’B'C'.., SA'B'C".., SA"B"'C".., 
SATB"C".., SA'B'C'.. sind einstimmig-ähnlich; desgleichen die Drei- 
ecke SAA', SBB', SCC', .. 
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2. Entgegengesetzt-ähnliche Planfiguren. 

Sie haben, wenn ihre Ebenen zusammenfallen, einen selbstentspre- 
chenden Punct N, und zwei in ihm rechtwinklig sich schneidende selbstent- 
sprechende Gerade, deren eine (s) einstimmig-ähnliche, die andre (r) enige- 
gengesetzt-ähnliche Linearfiguren vereinigt. Von beiden werden die Verbin- 
dungslinien AA’, BB’, .. harmonisch, nach dem Verhältnifs entsprechender 
Strecken geschnitten. Perspectivität kann nicht Statt finden. 


VI. Ähnliche Raumfiguren. 


Wenn den Puncten des Raumes A, B, C, D, E, F, .. die Puncte 
des Raumes A’, DB, C', D', E', F', .. entsprechen, so dafs die Tetraöder 
mit gemeinschaftlicher Basis AB’C’D, AB CE', AB'C'F', .. den ent- 
sprechenden Tetraödern ähnlich und dabei AB'C’E', AB'C'F', ... mit 
A'B'C'D' einstimmig oder entgegengeselzt sind, je nachdem dies bei den ent- 
sprechenden Tetraödern der Fall ist: so sind ABUDEF.. und AB'C'DE'F' .. 
ähnliche Kaumfiguren: d.h. den Durchschnitten von Geraden und Ebenen der 
einen Figur entsprechen die Durchschnitte der entsprechenden Geraden und 
Ebenen; den Geraden und Ebenen durch Puncte der einen Figur entsprechen 
die Geraden und Ebenen durch die entsprechenden Puncte der andern; der- 
gestall. dafs die entsprechenden Strahlen- und Ebenen-Büschel gleich sind, 
die entsprechenden Strecken dasselbe Verhältnifs haben, die entsprechenden 
Flächen wie die Quadrale, die entsprechenden Räume wie die Cuben ent- 
sprechender Strecken sich verhalten. Je zwei, durch entsprechende Puncte 
solcher Figuren bestimmte Linearfiguren, Planfiguren, Raumfiguren, sind ähnlich; 
uud zwar einstimmig, oder entgegengesetzt, je nachdem es ein Paar ihrer 
entsprechenden Strecken, Dreiecke und Tetraäder sind. 


Bei einstömmig-ähnlichen Raumfiguren giebt es immer eine selbst- 
entsprechende Gerade s, deren entsprechende Puncte einstimmig-ähnliche Li- 
nearfiguren mit einem selbstentsprechenden Puncte S bilden, und eine durch 
S normal auf s gehende selbstentsprechende Ebene e, deren entsprechende 
Puncte einstimmig-ähnliche Planfiguren bilden. Die Verbindungslinien AA’, 
BB', .. werden aufsen in A”, B”, .. von &, innen in A”, B",.. von den 
Geraden, welche die Winkel 484’, BSB', ... halbiren, nach dem Verhältnifs 
entsprechender Strecken getheiltl. Die Auygeln, deren Durchmesser A4"4"", 
B"B",.. sind, gehen durch 8. Sind die auf e vereinten Planfiguren per- 
spectwisch, mit äulserem Projeclionspuncte 8, so sind es die ganzen Raum- 
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figuren. Sind die auf & vereinten Planfiguren perspectivisch, mit innerem Pro- 
jectionspuncte S, so sind die ganzen Raumfiguren nicht perspectivisch; die 
Theilpuncte A", B”, .. fallen auf s. 

Bei entgegengeselzt-ähnlichen Raumfiguren giebt es immer eine selbst- 
entsprechende Gerade n, deren entsprechende Puncte en/gegengesetzt-ähnliche 
Linearfiguren mit einem selbstentsprechenden Punct S bilden, und eine durch N 
normal auf r gehende selbstentsprechende Ebene &, deren entsprechende Puncte 
einstimmig-ähnliche Planfiguren bilden. Die Verbindungslinien AA’, BB‘, ... 
werden innen in A”, B”, .. von &, aufsen in A”, B”,.. von den Geraden. 
welche die Nebenwinkel von ASA’, BSB', .. halbiren, nach dem Verhält- 
nifs entsprechender Strecken getheilt. Die Kugeln, deren Durchmesser A’A”, 
B'B",.. sind, gehen durch 8. Sind die auf &e vereinten Planfiguren per- 
spectivisch, mit innerem Projectionspunct S, so sind es die ganzen Raumfiguren. 
Sind die auf & vereinten Planfiguren perspectivisch, mil äufserem Projections- 
punct 8, so fallen die Theilpuncte 4”, BB”, .. auf n, aber die Raumfiguren 
selbst sind nicht perspectivisch. 

Bei zwei ähnlichen Linearfiguren im Baume sind die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Puncte AA’, BB’, mit einer bestimmten Ebene 
parallel. Die innern und äufsern Theilpuncte der Verbindungslinien, nach dem 
Verhältnifs entsprechender Strecken, A” und A’" von AA’, DB”, und B” von 
BB, .. liegen auf zwei Geraden, welche mit den gegebenen Geraden AB, 
A'B' einer bestimmten Ebene parallel sind und den Winkel und Nebenwinkel 
der gegebenen Geraden halbiren. Die Kugeln, deren Durchmesser A’A”, 
B'B",.. sind, schneiden sich in einem Kreise, dessen Ebene normal ist 
zur Ebene des von AB und A’B’ gebildeten Winkels. Für jeden Punct 8 
dieses Kreises sind SAB.. und SA’B'.. ähnliche Planfiguren. 

Anmerkung. Zur Bezeichnung der erwähnten selbstentsprechenden 
Elemente dürften sich die besondern Namen: Msittelpunct, Congruenzpunct, 
Ähnlichkeitspunct ; Durchmesser, Axe, Congruenz-Axe, Ähnlichkeits- Axe, 
Ähnlichkeitsdurchmesser; Syınmetral-Ebene, Congruenz- Ebene, Ähnlich- 
keits-Ebene, mehr empfehlen als die von Magnus gebrauchten allgemeinen 
Namen: Situationspunct, Situations-Axe. 

Dresden, im Juni 1852. 
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11. 
Beiträge zur Mechanik des Pfluges. 


(Von Herrn Dr. E. Segnitz, Prof. an der Akademie der Landwirthschaft zu Eldena.) 





Erster Artikel. 


B:i den mechanischen Prineipien, auf welche sich die Vorschriften 
über die zweckmälsigste Bauart und Führung der Ackergeräthe, besonders 
des Pfluyes, ohne Zweifel zurückführen lassen müssen, findet sich in den 
landwirthschaftlichen Schriften noch viele Unklarheit. Der bei weitem über- 
wiegenden Mehrzahl ihrer Verfasser fehlte, wie deutlich zu bemerken, zurei- 
chende Bekanntschaft mit der Mathematik und Mechanik. Es giebt zwar einige 
hierher gehörige Untersuchungen, welche mit besseren Hülfsmitteln angestellt 
wurden; z. B.: „An essay on the construction of the plough, deduced from 
mathematical principles by J. Bailey; New-Castle 1795;” ferner eine Abhand- 
lung „D’un nuovo oreechio, von Lambruschini, im Giornale agrario Toscano 
1832.” deren Mittheilung ich dem Herrn Geheimerath Rau in Heidelberg und 
einem meiner früheren Schüler verdanke,. welcher letziere die Mühe nicht 
gescheut hat, mir die ganze Abhandlung abzuschreiben. Ferner „W. Eingerth, 
Beitrag zur Theorie des Pfluges” in den ökonomischen Neuigkeiten und Ver- 
handlungen; und einiges Andre, woran ich noch zu keiner unmittelbaren Ein- 
sicht habe gelangen können. Diese Untersuchungen betreffen aber nur einzelne 
Puncte und sind nicht weit genug fortgeführt, um sich an die practischen 
Erfahrungen anzuschliefsen. Ein erhebliches Hindernifs der Vergleichung der 
theoretischen Deductionen mit der Wirklichkeit verursacht überdies der für 
den vorliegenden Zweck unvollkommene Zustand der Hülfsmittel zur Kraft- 
messung. Die gewöhnlichen Dynamometer, weiche das Maximum des Wi- 
derstandes anzeigen, sind hier, wo der Widerstand so sehr verschieden ist. 
fast unbrauchbar. 

Indem ich, die oben angedeuteten Mängel bemerkend, an die Aus- 
arbeitung einer vollständigeren Theorie des Pfluges ging, stiefs ich auf ver- 
schiedene Aufgaben, zu deren Lösung die gewöhnlichen Sätze der Mechanik 
nicht hinreichten. Um Mifsverständnisse zu vermeiden, bemerke ich jedoch. 
dafs ich vollkommen überzeugt bin, die Mechanik. insoweit sie sich auf Kräfte 
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bezieht, welche auf »mefsbare Entfernungen wirken, sei eine zum Abschlufs 
gekommene Wissenschaft; dagegen dürften die Molecularkräfte noch ein 
weites Feld der Untersuchung darbieten. Die mir aufstofsenden Zweifel konnten 
sich daher nicht auf die Wirkung des hier als starren Körper zu betrachtenden 
Pfluges selbst, sondern nur auf die Rückwirkung der durchfurchten Erdmasse 
beziehen. Der zu pflügende Boden ist, je nach seiner chemischen Zusammen- 
setzung, je nach der vorausgegangenen Behandlung, nach dem Feuchtigkeits- 
grade u.s. w., nicht nur in seiner Fruchtbarkeit, sondern auch mechan:sch sehr 
verschieden. Hat er einigen Thongehalt, ist er von den Wurzeln der ab- 
seerndieten Früchte oder noch grünender Weidepflanzen durchzogen, und da- 
bei nicht zu sehr ausgetrocknet, so bildet ein von dem Pfluge abgeschnittener 
prismatischer Erdstreifen einen unelastischen und unvollkommen biegsamen 
Körper, welcher sich auf einer schiefen Ebene hinaufschieben und umwenden 
läfst, ohne seinen Zusammenhang zu verlieren, oder auch nur seine Gestalt 
bedeutend zu verändern. Auf Körper solcher Art sind, so viel ich weils, die 
Untersuchungen der theoretischen Mechanik bisher nicht ausgedehnt worden; 
das hier zunächst Folgende bezieht sich vorzugsweise auf diesen Zustand. 
Wenn dagegen der Acker schon ein oder ein paar Mal mit Pflug und Egge 
bearbeitet worden ist und die darin enthaltenen organischen Reste so weit zer- 
setzt sind, dafs sie kein Hindernifs der Trennung mehr bilden, so hat man 
eine völlig lose Masse vor sich, und der Widerstand, welchen sie den Acker- 
Instrumenten entgegensetzt, scheint nach der Theorie des sogenannten passiven 
Krddruckes beurtheilt werden zu können. Ein thonreicher,. durch starke 
Austrocknung erhärteter Boden endlich bricht beim Pflügen in grofse, schein- 
bar ganz unregelmäfsige Schollen und befindet sich in einem dritten Zustande, 
hinsichtlich dessen theoretischer Behandlung ich gestehe, noch zu keiner kla- 
ren Idee gelangt zu sein. Wegen jener Unregelmäfsigkeit bleibt auch der 
letzte Zustand vielleicht ganz dem Bereich des Calculs entzogen. 

Mit Hinweglassung alles Desjenigen, was sich wesentlich auf die spe- 
cielle Veranlassung meiner Untersuchungen bezieht, beabsichtige ich in dem 
Folgenden, erstlich, einige Resultate mitzutheilen, welche auch vom rein wissen- 
schaftlichen Standpuncte nicht ganz ohne Interesse sein dürften, und zwertens, 
diejenigen Puncte, deren Erledigung meine eignen Kräfte übersteigt, dem 
mathematischen Publicum vorzulegen; mit dem Wunsche, das Interesse der 
Männer vom Fach für den Gegenstand in dem Maafse zu erregen, dafs sie 
die vollständige Auflösung der Aufgabe versuchen. 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 2. 20 
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Vorstehende Einleitung schien mir nothwendig, um mich zu recht- 
fertigen, dafs ich in diesem, der exactesten Wissenschaft gewidmeten Journale 
die Aufmerksamkeit der Leser für einen scheinbar so trivialen Gegenstand in 
Anspruch nehme. 


3 
Der Keil ABC (Taf.ll. Fig.1), mit dem als ziemlich klein vorausge- 


setzten Kantenwinkel AUB=e, stütze sich mit seiner untern Fläche BC gegen 
eine feste, horizontale Ebene. Ein auf derselben horizontalen Ebene ruhendes 
rechtwinkliges Parallelepipedum, biegsam genug, um sich wenigstens scheinbar 
an die gebrochene Linie ACD anzuschmiegen, soll dadurch gehoben werden, 
dafs man jenen Keil darunter schiebt. Man nenne g die auf der Seite AC 
gleichzeitig aufliegende Last, und die zur Fortbewegung des Keils erfor- 
derliche horizontale Kraft », so wird, während der Angriffspunct der Kraft p 
in ihrer eigenen Richtung den (unendlich kleinen) Weg o zurücklegt, die 
Last y auf die Höhe o.sin« gehoben. Also ist nach dem Prineip der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten, und abgesehen von der Reibung: 


(1) p= gsine. 
In Voraussetzung einer vollkommen glatten Oberfläche des Keils, sind sämmt- 
liche in Betracht kommende Widerstände als normal auf die Seite AU, mit- 


hin als parallel wirkend anzusehen; sie müssen daher auch eine Resultirende 
MN = n haben, in Bezug auf welche 
p = nsin« 
ist. Vergleicht man letzteren Ausdruck mit dem (1.), so ergiebt sich 
(2.) gy=Nn; 

d. h. die Resultirende der normalen Widerstände kann durch das Ge- 
wicht der gleichzeitig aufliegenden Belastung ausgedrückt werden. Setzt 
man die auf die Längen-Einheit kommende Belastung gleich A, die Länge der 
schiefen Ebene AC==/ und ihre Höhe AB=4, so ergiebt sich, sobald die 
Belastung den höchsten Punct A erreicht hat, mit Berücksichtigung, dafs 
y=k.l, so wie sine —= 4 ist, der mit (2.) gleich geltende Ausdruck 


Dies aus dem Princip der virtuellen Geschwindigkeit abgeleitete Re- 
sultat erhält man nach folgender Betrachtungsweise auch durch die gewöhnliche 
Zerlegung der Kräfte. Das nur unvollkommen biegsame Parallelepipedum 
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wird nämlich in der Nähe der Kante C den Raum OCV (Fig.2) unausge- 
füllt lassen, und hier eine Krümmung bekommen, welche der Einfachheit wegen 
für eine gebrochene Linie AQVD angenommen werden mag. Dabei ist. 
wenn, wie vorausgesetzt, der zu hebende Körper nur lose auf seiner Unter- 
lage aufliegt und nicht erst durch die Kante des Keils davon getrennt zu 
werden braucht, QÜU—= CV, mithin der Winkel 


OVC—=COV = Lo. 
Nun übt die Last 4 auf den Keil den normalen Druck g.cos« aus; die zweite 
zu AC parallele Componente g.sin« erleidet im Puncte Q eine weitere Zer- 
legung in die Seitenkräfte 
RS —= gsinasecde und RQ= gsin«tangte, 


1—cosa . 
ıst. 





oder, mit Berücksichtigung dafs tang}« — an 


RO = 4q1-— cose): 
folglich ist die Summe der auf AC normalen Drucke: 


n — y.c0sa@+g(1— cose) =4; 
wie oben. 

Es läfst sich jetzt auch der Angriffspuncet M (Fig. 1) der Resultirenden 
MN=-n angeben. Man findet denselben, wenn man aus C, mit dem Radius 
CO —=4BC, den Kreisbogen CM beschreibt; denn es ist der Mittelpunct P 
von AC der Angriffspuncet der Kraft gcos«, und € derjenige der Kraft 
q(1—cos«); mithin mufs, wenn M der Angriffspunct ihrer Resultirenden sein soll. 


PM.y.cos@e = MÜC.y(1— cose) 


sein: eine Gleichung, welche in der That identisch wird, wenn man die Werthe 
PM =4H-—Y}lcosa und MC = Hcoso einführt. 


Um die Rerbuny in Rechnung zu bringen, setze man den Reibungs- 
coefficienten längs der schiefen Ebene AC gleich f’ und den an der Sohle BC 
gleich f". Auf AC findet, wie sich zeigt, der dem Gewicht der aufliegenden 
Last gleiche Normaldruck g Statt und erzeugt die Reibung f’y. Dieser Rei- 
bungswederstand wirkt auf den Keil in der Richtuny CA (Fig. 3), auf 
den zu hebenden Körper dagegen in der Richtung AC. Die die letztere 
Wirkung repräsentirende Kraft f’'y wird nun eben so wie die zu AC paral- 
lele Componente der aufliegenden Last, in der Nähe der Kante € eine Zer- 


legung in die Seitenkräfte yf’tang}«a und yf’sec4« erfahren, von welchen 
20 * 
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jedoch nur die erstere, normale, hier weiter in Betracht kommt. Daher giebt 
es zwei auf den Keil selbst wirkende Kräfte, nämlich die Reibung CR=4f' 
. und den normalen Druck CS —= gf'tang4«. Ihre Resultirende ist 


CT —= gf'sect« 
und die horizontalen Componenten der letztern sind 
CU — gf' sectacosta—gf". 
Dagegen ist die dem Druck an der Sohle entgegenwirkende lothrechte Com- 
ponente: 
UT— gf'sec4«esinte— gf'tangto. 
Der von der aufliegenden Last 4 herrührende Druck an der Sohle ist ycos«; 
es bleibt also, wenn man den Keil selbst als gewichtlos ansieht, ein Druck 
y(cose—f'tang4«) übrig, welchem der Reibungswiderstand yf”(cos«e —f’tangle) 
an der Sohle entspricht. Thut man den vorhin gefundenen Widerstand yf’ 
hinzu, so ergiebt sich: 


y(f +f' cose— f'f"tangte). 
Dieser Widerstand rührt von dem normalen Druck g her; die Reibung 
aber hat einen normalen Druck CS — gf’tang4« zur Folge, welchem (ana- 
log dem Vorhergehenden) ein horizontaler Reibungswiderstand 


gf' tangta(f"--f" cose — ff" tangde) 


entspricht. Hierbei entsteht aber ein neuer normaler Druck yf”tang’}«, und 
daraus der Reibungswidersland 


yftang’La(f"-+f"cosa-+f’f"tangte). 

Durch Fortsetzung derselben Betrachtungen ergiebt sich die zu Über- 
windung der sämmtlichen Reibungswiderstände erforderliche horizontale Kraft r 
gleich dem Product aus g, dem Factor f"+f"cos@e—f’f"tangt« und der 
Summe der unendlichen Reihe 

1+f'tangta--f”tang’4a-+f"tang’da+ -- 


1 
— I ffangte ’ 





oder: 





(4) vera f'+f"cos@e— f’f"tang}a 


1— f!lang4« 8 


und für "=f! =f: 
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Zu einem etwas abweichenden Resultat gelangt man mit Hülfe des 
Prineips der vertuellen Geschwindigkeiten, indem man die Reibungswider- 
stände gf’ und yf"cos« als Kräfte ansieht, deren Angriffspuncte in ihren 
eigenen, oder vielmehr den entgegengesetzten Richtungen dieselben Wege 
zurücklegen, wie die zu ihrer Überwindung erforderliche horizontale Kraft, 
nämlich: 

(6.) "=y(f'+f"cose), 
und für f = f"=Ff: 
| (7)  n=gf(1-+.cose). 

Ich halte die Ausdrücke (4. und 5.) für genauer als die (6. und 7.), weil 
bei den letztern keine Rücksicht genommen ist auf die Vermehrung des nor- 
malen Drucks auf die schiefe Ebene und auf die Verminderung des Drucks 
an der Sohle des Keils, welche durch die Reibung selbst entsteht. Indessen 
dürfte man sich wohl, da die Differenz für kleine Winkel nur sehr gering ist, 
und die erstere Betrachtungsweise in verwickelteren Fällen weitläufige Rech- 
nungen geben würde, bei dem Folgenden darauf beschränken können, das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in der angedeuteten Weise anzuwenden. 


$. 2. 


Es mögen jetzt die in dem vorhergehenden Paragraphen angestellten 
Betrachtungen und gefundene Resultate auf einen gebrochenen Keil (Fig. 4) 
ausgedehnt werden. Derselbe sei aus mehren schiefen Ebenen zusammenge- 
setzt, deren Längen !', 7”, 2”, ... 2%, und deren Neigungswinkel zum Hori- 
zont a, P, Y% ... w sein sollen; wozu für die zunächt folgende Untersuchung 
noch die Bestimmung kommt, dafs jeder dieser Neigungswinkel gröfser sein 
soll, als der nach obiger Ordnung auf ihr folgende. 

Bezeichnet man wieder die auf die Längen-Einheit kommende Belastung 
durch %, so ruhen auf jenen schiefen Ebenen die Lasten kl', kl", kl",... kl* 
und üben die normalen Drucke kl’cos«, kl"cosß, kl"cosy, ... kl*cosw aus, 
zu deren Überwindung die horizontalen Kräfte Akl’sin«cos«, Al"sinPcosß, 
kl"sinycosy, ... kl*sinwcosw nöthig sind. Ferner erfährt das sogenannte 
relative Gewicht Al’sin« der auf !’ ruhenden Last, d.h. die zu /’ parallele 
Componente des Gewichts der letztern, an der von !’ und !” gebildeten Kante. 
eine Zerlegung in die Seitenkräfte (vergl. Fig. 5): 


klsinatang4(@a—P) und Alsinasect«— Pf). 
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Erstere Seitenkraft erfordert die horizontale Kraft 
kl sin asinatang4 («a — P); 
die zweite erfährt die weitere Zerlegung in die Componente 
kl sinasec4(@ — P)cost(@a—P) —= Kl'sine, 


welche das auf die folgende schiefe Ebene !”, und zwar, wie man sieht, un- 
verändert fortgepflanzte relative Gewicht der auf Z’ ruhenden Last vorstellt: 
und dann in die Componente 

kl sinasec4(@ — P)sint(@a—P) = kl’sinetang!(@—Pß). 


Der letztere normale Druck findet in der Nähe der Kanten zwischen /’ und !" 
auf die zweite schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel 3 Statt; es entspricht 
ihm daher die horizontale Kraft 


kl' sinasin Atangt (@ — P). 


Durch Fortsetzung analoger Schlüsse findet man, vor der Hand noch 
ohne Rücksicht auf die Reibung, für die gesammte, zur Fortbewegung eines 
solchen Keils erforderliche horizontale Kraft: 

U sinacosa@+!"sinPcosß+!”"sinycosy-+ »-- + 1*sinwcosw 

+7 sin «(sine + sin P)tang4(« — ß) 
day Pur + (U sine + U”sin P)(sin # + siny)tang4 (P— 7) 
+ (U sin«+!"sind +” siny) (siny-+ sind)tang }(y —Ö) 


1 (U sin@ +" sinß +8" siny+ --- +1” sino)sin wtang 4 w. 
Nun ist bekanntlich: 


(sin« + sin A)tang 4 (@ — P) = 2sin }(@-}-B)cos} (a — a —,) 
Bun 


— 2sin}(@ + P)sind(@ — P) = cos 8 — coso, 





und eben so findet sich: 
(sind -+-siny)tang$(P—y) = 0089 — cosß, 
(siny--sind)tang$(y—0d) = cosd — cosy, 


sinwtangdw —= 1— cosw. 


Man kann daher die Gleichung (1.) auch wie folgt schreiben: 
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!' sinacosa-+ "sin cos --!""sinycosy -- ++» +2" sinw cos w 
+-U'sina (cos ß — 608 0) 
!' sina +" sin) (cosy — cos) 
a +(U'sin N , sin PR er ne — 057) 
+ (sine + "sin? +8"siny+ ++ +1"sinwo)(1 — cosw). 
Durch Reduction ergiebt sich hieraus, wie es das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeit verlangt: 
8) P= k(sina-+!l"sinß-+l!"siny-+ -.-+1*sinw), 
oder, wenn man die Höhe des gebrochenen Keils: 
"sine +!"sin?+!"siny+ + +l"sino = H 
setzt: 
(4.) P= k.H; 
wie bei dem einfachen Keil (8.3. $.1.). 


Ferner ist die Summe der normalen Drucke auf die schiefen Ebenen 
l l" pr zZ; 7°. 
rg Dre > . 


!"cosa+l"cosß +!" cosy-+ +" cosyw-l*cosw 

+2 sinatang (a —ß) 

+2 (!'sin«-+-!"sin)tang$(# —y) 

5.) N =k. +2 (l sin«-+!"sin®+!"siny)tang}(y — 0) 


+2 (!sine+!"sin#?+!"siny-+ +-- +1" sinw)tang 4 (vw — w) 
+(@sine+"snß+!”"siny+ ++ +!'*siny-+1*sinw)tang4 w. 
Der Druck aber, welchen die Sohle des Keils auf ihre horizontale Unterlage 
ausübt, ist 
!cos’a-+ cos’? + l"cos’y 4. 4 1 *cos?y-t 1Xcos’w 
-+ Ü'sine (cose+cosß)tang (a —ß) 
+ (Usine+!"sinß) (cosß+cosy)tang4(—y) 
(6.) N —=k. + (U’sine+!"sinß+!"siny) (cosy+cosd)tang 4{y—0) 


+ (sine+!"sinß-H!"siny+ +-- +1siny) (cosy-+ cosw)tang 4 y—ıw) 
+ (Psina+!"sinß-+!"siny+ ++ +4 %sinw-+1*sinw)coswtang tw. 
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Nun ist: 


(cosa + cosß)tang4(@ — P) = 2005} (a 1 A)cost(@«—Pß)- 





sin4 (@— ß) 


cos4(@— Pß) 
— 2cos}(a+ P)sin!(a—P) = sine — sinß, 





und eben so: 
(cosß-+ cosy)tangy(P—y) = sinß— siny 
u.s. w.. mithin läfst sich die Gleichung (6.) auch wie folgt schreiben: 
! coat" co? ß+l"cosy+ + +1 cos’ w--1*cos’w 
+ 'sin« (sin —- sin ß) 
+ (sine +!"sinp) (sin? — siny) 
N'—k. + (U’'sina-+!"sind-+!"siny) (siny — sind‘) 


— (Ü’sina+ "sin? -+-lU"siny+ ++ U'"sinw) (siny — sin w) 
+ (!'sin &--!"sin +!"siny+ +++ U" sin w+!” sin w) coswtang4w, 
oder, nach einigen Reductionen und mit Berücksichtigung, dafs 
(1-+-cosw)tang4o — sinw ist: 
27 ER BERN EV. 
I (sine - -"sin$+l"siny FR Be w)tang4w 


Ist hier der Reibuniibhäthhen für die schiefen Ebenen 7, U’, 7", 
gleich f’, und der an der Sohle gleich f”, so ergiebt sich, mit Hülfe des Prineips 
der virtuellen Geschwindigkeiten, für die horizontale Kraft, welche nöthig ist, 
um die aus jenen Drucken entstehenden Reibungswiderstände zu überwinden: 


(8.) R a f"N ' a "N" 


Q@) N = 


und fr f=f'—=f 
U!(1-+cose)-- FREE | -U!"(1-+cosy)+: 
a cos) -H- x -+- C05W) 
2 sinatang}(@ — P) 
9) R=fk +2(! sin«a-+1"sinß)tang$(ß —y) 
4-2 (U sine +" sind +" siny)tangs(y— 0) 


+2 (l sine + "sind +0" siny-+ +. 40% sinw)tang}(y— w); 
wobei jedoch stets vorauszusetizen, dals sowohl die Differenzen e —/f, P—y; 
y—0,... der Neigungswinkel,. als auch der unterste Kantenwinkel » nur 
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sehr klein sind, und dafs also die aus den Gestaltveränderungen des unvoll- 
kommen biegsamen Parallelepipedums hervorgehenden Widerstände vernach- 
lässigt werden können. 


$. 3. 

Die Gleichung (1. $.2.) kann auch noch wie folgt geordnet werden: 
P = k[lsinacos«--l!sin«(sin«-+ sin A)tangd (a — P)-+ Ü!sine(1— cosw)] 
+-k[lU'sinßcosß--(!'sin«-+-!"sin ) (sin #+siny)tangk(P —y)+ "sin? (1—cosw)] 
+ k[U"sinycosy 
+ (U sin« +!" sin? !"siny) (siny + sind))tang 4(y— 0) + U" siny(1— cosw)] 
In dieser Gestalt befindet sich rechts eine Reihe, für deren allgemeines 
Glied der Ausdruck 

p = kllsinpcosp-+ Z(lsingp). (sing -+ sin(p — Ay))tang} 4y 

+ Ising(1— cosw)] 

gelten kann. Setzt man jetzt sowohl die schiefen Ebenen /', !”, I”, ... als 
auch die Differenzen ihrer Neigungswinkel zum Horizont unendlich klein, so 
verwandelt sich die gebrochene Linie (Fig. 4), welche ein durch die Richtung 


der Kraft P geführter lothrechter Schnitt des Keils als obere Begrenzung 
bildete, in eine stetig-gekrümmte Curve AC (Fig. 6). 


Es seien die Coordinaten eines veränderlichen Puncts M in derselben 
ON—=x, NM=y, der Bogen AM=s und die Ordinaten der Puncte A 
und CE beziehlich y’ und y". Dann geht die Länge / der schiefen Ebene 
in das Bogen-Element Os über; ferner wird: 

i oy 0x 
np = 55; cos re "€ 
sing +sin(p— 49) = 27, 
(sing) = y-—y) 
und die Tangente des halben Unterschiedes zweier aufeinanderfolgender Nei- 


gungswinkel verwandelt sich in den halben Contingenzwinkel; d. h. es wird, 
wenn man den Krümmungshalbmesser der Curve im Puncte M gleich o setzt, 


=, 

g 

Führt man diese Werthe in das obige allgemeine Glied der Reihe ein, so 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 2. 21 


tang3 dp — 3 
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erhält man das Differential der zur Fortbewegung des cylindrischen Keils 
nöthigen horizontalen Kraft P, und es ergiebt sich hieraus für diese selbst: 


(1.) P—kf' (- +74 1 — cosw)öy. 
da 
Hierbei entspricht das Glied 5 dem normalen Druck der auf dem Bogen- 


Element aufliegenden Belastung, das Glied 1 —cosw dem bis zur untersten 
Kante fortgepflanzten relativen Gewicht derselben Belastung. und das Glied 


) ) . 7. ©. 
—— einem Widerstande, welcher von der Krümmung der Curve an der be- 
OÖ 


treffenden Stelle nur von den darüber liegenden Belastungen abhängig ist. 


Der früher gestellten Bedingung, dafs die Differenzen der Neigungs- 
winkel zweier auf einander folgender schiefen Ebenen nur sehr klein sein 
sollen. wird bei einer stelig-gekrümmten Curve offenbar vollständig genügt. 
Indessen findet wahrscheinlich noch ein, der sogenannten Steöfheit der Seile 
analoger Widerstand Statt, welcher eine besondere Untersuchung verlangt. 
Übrigens erreicht auch bei den Acker-Instrumenten der untere Kantenwinkel w 
nicht selten eine beträchtliche Grölse. Da jedoch dieser untern Kante zu- 
gleich das Geschäft obliegt, den zu hebenden Erdstreifen von seiner Unterlage 
abzuschneiden, so wollen wir die aus beiden Ursachen entstehenden Wider- 
stände weiter unten zusammenfassen. 


Um die Formel (1.) sogleich auf ein bestimmtes Beispiel anzuwenden, 
soll der Bogen AC einer KEllöipse angehören, deren Mittelpunct O sei, deren 
vorolse Axe 2a mit OH und deren kleine Axe 285 mit OY zusammenfallen 
möge. Unter diesen Voraussetzungen ergiebt sich aus der Mittelpunctsglei- 
chung der Ellipse 


2 = —yb—y 
b y , 
ro 2 2 2 
wenn man der Kürze wegen @ — b’=c setzt, 


OX ay ay'' (b’+ ey?) 


u > Ak ——— ,„ c0S5sw = a » = . 
Os vib'+eiy’) vb Ley)? N ab! 











mithin: 














iä ay ab’(y—y') TE ay! a 
u Ai ( (b* +? y* Tr (b’+e’y®)? | v(b’+c’y m)OY 


Nun ist, abgesehen von den hinzuzufügenden Constanten: 
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ayöy_ __ ayib'+e’y?) _ ab'+aey‘ 
HF); ec’  ety(bi+c’y?)" 
f ann. ARE ab* 
ter? e*y(b’+e*y?)' 
Bi F WR. 2% 22. BON NERIEARREENG.. 2 
fi y(b!+c?y?) . 
’ 5 TERRA ay"y 
folglich 
iu ay Y—y nn ay'y EN 
und 


p 5 a 73) ', ‚N “ 4 
R ; oP —= er ä m -- Const. 


PEBERE, .1 40 FB | 
k(} ve m) Const.. 


oder, wenn man die Höhe AB (Fig. 6) wieder gleich HM setzt. 
P-- k(y" —y) == kH. 


Dieses Gesetz beschränkt sich natürlich nicht auf die Ellipse, sondern 





yt 





mufs sich, wenn man bei dem Übergange von der gebrochenen Linie zur 
Curve anders richtig verfahren ist, von jedem beliebigen cylindrischen Keile 
beweisen lassen, dessen Leitlinie nach oben concav ist. Da der Anfangspunct 
der Coordinaten offenbar willkürlich ist, so kann man, unbeschadet der Allge- 


a ' ox ) 
meinheit, y’ —=0 annehmen. Ferner wollen wir statt er den Cosinus eines 


veränderlichen Winkels „ einführen; dies giebt dann: 


PP == k(cos p-+ r + 1— cos 0) öy. 





Nun ist: 
Jeosgöy —— ycosp-+ fysinpög, 
SEiim fy 3 
"year di 7a Fi 
d.h. wegen I = sing und = — — 09, 


pr = — /ysinpög, 


JoP — k(ycosp+y—Yycosw)- Consi. 
21* 


demnach also 











164 11. Segnitz, Beiträge zur Mechanik des Pfluyes. 


Dieses Integral ist hier zwischen den Grenzen y=y’—=0 und y —=y" zu 
nehmen, für welchen letzteren Werth der Winkel 9=w wird. Es ergiebt 
sich daher, wie zuvor: 
Q@) Phil 
Zu diesem Resultat würde auch das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten auf dem kürzesten Wege geführt haben; jedoch ohne anzugeben, 


welchen normalen Druck jedes einzelne Flächen- Element des Keils erleidet. 
Dieser Druck ist 





« v—Yn 
k(— Or +: : 08), 
und auf die untere Kante: 
k(y" — y')tangt}w; 


mithin ist die Summe der normalen Drucke auf die gekrümmte Oberfläche des Keils: 


8 N = afl-öcHlzZörtunggedr) 





Der Druck an der Sohle dagegen ist 
(4) 7 u kf(ös— tang }wöy), 


mithin ist, wenn für beide Flächen derselbe Reibungsco£fficient f Statt findet, 
der horizontale Reibungswiderstand: 


5) BR —fkf[-ö0+(142Z2) 08]. 


Derselbe wäre hiernach unabhängig von dem Kantenwinkel w; was jedoch 





nur unter der weiter oben angedeuteten Beschränkung als näherungsweise 
richtig angesehen werden kann. 
$. 4. 

Der gebrochene Keil (Fig. 7) besteht aus zwei schiefen Ebenen, deren 
Längen !’ und !” sein mögen; die obere (!) sei unter dem Winkel «, die 
zweite (2) unter dem Winkel $ gegen den Horizont geneigt; und zwar sei 
diesmal © <P. Wenn man nun die auf die Längen-Einheit kommende Be- 
lastung wieder mit A bezeichnet und von der Reibung vorläufig noch absieht, 
so ergiebt sich, nach dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten, für die zur 
Fortbewegung eines solchen Keils erforderliche horizontale Kraft: 


(1) p= klsin«e-+l"sinp). 


Ein zweiter Ausdruck für dieselbe Kraft läfst sich aus folgenden Be- 
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trachtungen herleiten. Auf die beiden schiefen Ebenen finden die normalen Drucke 
kl’cos« und Al”’cos/ß Statt, deren horizontale Componenten kl'sin«cos« und 
kl'sin?cosß sind. Von dem relativen Gewicht A’’'sin« der auf !’ ruhenden 
Last wird diesmal nur ein Theil auf !” übergehen; der Bruch, welcher diesen 
Theil ausdrückt, wird eine Function der Winkel « und £ sein, die wir durch 
f(«, £) bezeichnen wollen. Zu diesem längs der schiefen Ebene !" fortge- 
pflanzten Druck kommt das relative Gewicht Al”sinß der auf !” ruhenden 
Last hinzu; beide zusammen bringen auf die untere Kante den Druck 


k[lsin«.f(e, P)-+ "sin ]tang4 
hervor, dessen horizontale Componente 
k[Tsina.f(e, P)-+8"sin$](1 — cos ß) 
ist. Es findet sich also: 
(2.) p=k(l'sina cos«-+!"sinfßcosß + [!' sin «.f(«, 2)-1-!"sin®](1— cosPß)). 
Setzt man beide für p gefundene Werthe einander gleich, so ergiebt sich: 


5 
8) fa) = Zn‘ 
Wendet man die analogen Schlüsse auf den vielfach gebrochenen Keil (Fig. 8) 
an, welcher aus den schiefen Ebenen ', 2", !",... 2'%, 2°, mit den Neigungs- 
winkeln «, , %, ... %, w, zusammengesetzt sein mag, und zwar hinsichtlich 
letzterer mit der Beschränkung, dafs 


a<P<y< . <y<w 


sei, so ergiebt sich für die zur Fortbewegung eines solchen Keils erforderliche 
horizontale Kraft P folgender Ausdruck: 





(4.) I — !'sinacose+!"sincosß-+!"sinycosy-+ +++!" sinyeosy--l*sinwcosw 


1—cos® 1—cosß 1--cosy 1—coswy 




















si : . Is RR \ 

+4 sine 1—cos# 1—cosy 1—.cosö eur rm , 
men o4—cosß 1—cosy 1—cos w 

nn 2 2 55 77 Be 2 an 1 
m 1— cosy 1— cosö 1— cos 

Kö gu. = ° ° Ki pur ra Ze ige! -—) 


oder, nach gehöriger Reduction: 
5) P=k(lsina-+!"sinß-- --- +1°sino)—= kH. 
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Die Summe der normalen Drucke auf die schiefen Ebenen 7’, 2", I", ... ist 
!cose+l"cosß-+!"cosy+ --- 41° cosw 


1—cos@e 1—cosf 1— cos w 
1—cos$ 1—cosy 1— cosw 








+ sine 


(6: N 1 "sin ß 1—cosß 1— cosy ME 1—cosy. 














1 
1—cosy 1-.cosd 1— cos w wor. 3. e 

I puraza., 1—cosy A1—cosd 1— cos ' 

re siny 1—cosd A—cose Dee PR 


oder, mit Berücksichtigung dafs tang 4 w = (1— cos w)cosec w ist, auch: 
(7.) N = Al [cos& + (1— cos«) sin cosecw] 
+ kl" [eosß + (1— cosP)sin Pcosec w] 
+ Al[eosy + (1— cosy)sinycosecw] 
Gleichzeitig entsteht an der Sohle des Keils der Druck 
(8) N” = kl [cos’«--(1— cose)sin«cotgw] 
— kl" [eos’? + (1— cosP)sin Pcotgw] 
—- kU"[cos’y-+ (1— cosy)siny cotgw] 


$. 5. 


Nimmt man für den nach oben gekrümmten Keil ABC, um die Mittel- 
puncisgleichung der Curve AMC ohne Weiteres anwenden zu können, den 
Ursprung der Coordinaten wie in (Fig.9) an, so ergiebt sich aus dem vorigen 
Paragraph zuvörderst für die zur Fortbewegung des Keils erforderliche 


horizontale Kraft: 
IR 0X u Or n 
P— hf (-— —1- —=)öy, 


also auch für diesen Fall, dem Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten ent- . 


sprechend, 


(1); Peek yTei 
Ferner für die Summe der normalen Drucke auf die gekrümmte Oberfläche 
des Keils: 


62.) ... N’ == k/ [ö-— cosecw(1 = =) öy] : 
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und für den Druck an der Sohle: 
7 fox Ö ei 
8) N k/ | dr — colgw(1 — =) ör]. 


S. 6. 
Bei dem gebrochenen Keil (Fig. 10) seien die Neigungswinkel 7, 


"de, T, 
a<ßP<.. <x<6Ä, 

und die der schiefen Ebenen !', 2, 2", ...2.% 7, 

A>u>v> -- >v>u, 
so erleiden die schiefen Ebenen 7, !’,...", 7, ", .... 0%, 1° die nor- 
malen Drucke Al’cose, kl’cosß, ... kl" cosz, kl! cosi, kl'cosu, ... kl'*cosw, 
kl"cosw, und die Summe ihrer horizontalen Componenten ist: 

(1) P' = k(lsinacos« -+l"sincosß-+ »-- +!" sinzcosx +! sinAcosÄ 
+1" sin wcos u +++ 4 1" sin wcos w-+-1* sinwcosw). 


Die Drucke auf die Kanten «, /, ... x sind Null; dagegen erleidet die Kante 











) den Druck 
r....4—cosa 1—cosf 1— c0s% 
el are: "1-c00sy °° T-oosı 
ER 1—cos$ 1-—cosy 1— cos% 
! il Free re 1—cosdö 1-—cosA 
he ie ae ee 2tang }(A— u). 
+2" sinz; 1— cosx 
1— cos) 
4[lsinA 
Diesem Drucke entspricht, wenn man der Kürze wegen 
._  1—cos«a — „108% 
’ "s IV 
Usina are in et tee 7 = 


setzt, der horizontale Widerstand: 
k(L--ÜsinA)(sinA + sin u)tang }(A — u). 
oder: 


k(L--Usini) (cos u — cosA.). 
Eben so ist der Druck auf die Kante u: 
k(L-+ "sind!" sin u)2tang}(u— v), 
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und der daraus hervorgehende horizontale Widerstand: 
k(L--U"sinä-+-1"sinu)(cosy — cosu) 
u. s. f. Die horizontalen Widerstände endlich, welche den Drucken auf die 
Kanten w und w entsprechen, sind hier beziehlich: 
k(L-HU sin +2" sin a ++ + 1'*sinw) (cosw — cosw), 
k(L-+ U" sind +1" sina-+ + - +1" sinw+1*sinw)(1 — cosw). 
Nun ist die Summe 
: (L-+ 1 sinA) (cosw— cosA) 
+ (L+1"sink +1" sin u) (cosv — cos u) 


. . . . . . . . . . . . . 
+ (L+ 1" sin + 0" sin a4 --- 40% siny)(cos® — cos) 


+ (L-+-Üsina + !"sinu + + - +1" sinw-+ 1° sinw)(1 — cos w) 
offenbar: 
(2.) 7 — (L--UsinA)(1— c0s4) +!" sin «(1 — cos u) +!" sinv (1 — cosv) 
+ 
+2" siny(1 — cosy)--1*sinwo(1 — cosw). 


Stellt man jetzt den Werth von 4 wieder her und fügt die oben gefundene 


Gröfse P’ hinzu, so ergiebt sich für den gesammten horizontalen Widerstand 
(ohne die Reibung) P=P’'-+P", d.h. 
3) P=k(lsine+l"sinß+ ++ +1”sino) = %k.H. 
Die Summe der Drucke auf den obern Theil AK des Keils, oder auf die 
schiefen Ebenen !’, 2", ... 2, ist, wie gesagt, 
(4) N = kl'cosa+l"cosß-+ +» 41" cosz), 
und der daraus hervorgehende Druck an der Sohle: 
5.) N’ = kl'cosa-+l"co®ß-+ --- +1 cos’x). 
Dagegen ist die Summe der Drucke auf den untern Theil AC des Keils, oder 
auf die schiefen Ebenen /', 2, 7", ... 2'%, 7° (und deren Kanten): 
 cosa+l cosu +!" cosv +... +1" cosy-I1*cosw 
+ (L--Usini)2tang}(A — u) 
Ha + (L-+[Usina-+Üsinu)2tang4(u— v) 
. 
+ (L-+ÜUsina + !"sinu +... 4+ 1" sinyw)2tang} (v— w) 
— (L-+[l sin. +" sina+ +4 1'*siny 41° sinw)tangtw, 
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wo. wie oben: 
h 1— cos« — cos Ä 1-— cosx 
RESULT) _ _) Heusd Fiat 
L = Vsine I " U" sinß- er ee a ee 


ist. Der Druck an der Sohle endlich, welcher der Summe N, entspricht, ist: 
| "Hl"... 4-0°41° 
(©) 5, = k{—(L+Usina +" sina+ --- 41° sino)tang 4 w 
— Lsin}, 
wo 
Lsina = [!'sin@(1—cose) + "sind (1—cosß) + +-- -- U sinz(1—cosz)cotg4/ 
ist. 


S. 7. 

Wir wollen jetzt zur Betrachtung des cylindrischen Keils (Fig. 11) 
übergehen. Derselbe sei nach einer Curve AEC gekrümmt, welche von A 
bis E nach oben convex und von E bis EC concav ist. (Es können AE 
und EC auch verschiedenen Curven angehören, wenn nur ihre, dem Puncte 
E angehörigen Krümmungshalbmesser in ihren gegenseitigen Verlängerungen 
liegen.) 

Ferner seien &,Yy,, 2,Yyu> Zu Y., beziehlich die Coordinaten der 
Puncte A, E und C, und A, w die Neigungswinkel der Curve gegen den 
Horizont in den Puncten E und ©. Unter diesen Voraussetzungen ist zu- 
vörderst für den ganzen Verlauf der Curve, der auf ein Element Ös derselben 


kommende normale Druck gleich k-2 ös und der daraus hervorgehende hori- 


zontale Widerstand k- öy. Der mit der Curve parallele Druck im Puncte &, 


der durch AY bezeichnet werden mag, ist: 


Yr ee 
Sure Di or 


Zu diesem Druck, welcher sich unverändert von E bis € fortpflanzt, 
kommt in einem beliebigen Puncte zwischen E und C, dessen Ordinate y 
sei, der ebenfalls mit der Curve parallele Druck k(y— y,); beide zusammen 





bringen den normalen Druck kKY+y-y0E, und dieser den horizontalen 


Widerstand kiYr+y— hervor. Endlich erleidet die Kante C' den nor- 


malen Druck k(Y-+y,,— y,)tangiw, welchem der horizontale Widerstand 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. Lil. Heft 2. 22 
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k(Y--y,,—y,)(1—cosw) entspricht. Hieraus ergiebt sich für die gesammte, 
zur P orlkiikeeng des Keils erforderliche horizontale Kraft, ohne Rücksicht 
auf die Reibung: 


1) P=k NzERrtS errzm .öy+(Y+y,—-y)4A-—coso)|, 


wo 


Yr 


1 
(2.) r-/[ cn oy ist. 


Dieser Ausdruck läfst sich in zwei Theile zerfällen,. nämlich i 


(3.) ur. Le 9. +/ a s 4 (1 — C05W) ne: 


Yı Yrr 





und 





b Yar > Be 0 7 wi 
(4.) Dr. af or - I — 11 ie c08sW)öy, 


von welchen letzterer den ideen bezeichnet, der allein Statt finden 
würde, wenn der Keil nur zwischen E und Ü belastet wäre. P’' aber den 
Widerstand, welcher hinzukommt, indem sich die gleichmäfsige Belastung noch 
über E hinaus bis A erstreckt. Es seien z. B. AE und EC Kreisbogen und 
die Gleichungen der zugehörigen Kreise, welche sich im Puncte & von aufsen 
berühren, 


\ 


z—ay+(y—b, J y, 
r- 


za) ty—b,) 
u/ | (Y Er u? 


| 


oder, indem man den Ursprung der Coordinaten so annimmt, dafs sowohl « 
als 5, gleich Null werden: 


fa \2 u 
ı pi \J b, Mrs, ‚? 
x \2 | R . 2 
\ Swen 4, ’TRs un u 7 ? 


Aus der ersten Gleichung folgt für den Bogen AE: 














OX 2‘ b,—3 
A ce 
also: 
Y" oa vr — ur Va —Yi) 
yo 
os r, 
Yı 
x w u _ => Zu Dia 
Ferner ist cos — —-, 008W = —, 


u ru 
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"r 241-000) Y— aim. 2 Et u Eu 4 


ar Nu ru 


Yyr 


oder. wenn man statt Y seinen Werth setzt: 























f ’ 2 
Zu Tee 6 yy,-Yy- by N eu 1 1. 
. RR In, "TOM 4 o m 3 
r, cos r, 
folglich 
P' = kiy,—y). 
“H Dr | 
a u u Y 
Für den Bogen KÜ ist —-, 
j Os ru 
FR N) " = 3 
/ £ on OYy az 1} 4 Yu ’ 
os a 
Yyr 
Yınr y y Bo y ‚ ‚..\ 
BE Er ER ls 
” u Be un ; B 
= G ı ur 
9 A 
m a R YV (y —YV ) 
/ (1—cosw)oy = y.„—-Yı,- Tr, 
urbRe h "u 
Yyr 


mithin: 
ge x # > y (Yutyu (Yu Yu) 
P'—=k (} u Po -) 


ar N 





\ 


k (Ya 6 Yu) ’ 
und 


P— P'+P" — ky,-y,). 


Der allgemeine Beweis, dafs für jede beliebige (nach oben concave) 
Curve P"=k(y,,—y,) sei, ist bereits in ($.3.) enthalten. Es bleibt da- 
her nur noch die allgemeine Gültigkeit der Gleichung P'—=k(y,—y,) nach- 
zuweisen. Zu dem Ende wollen wir wieder den veränderlichen Neigungs- 
winkel der Curve zwischen E& und € durch g bezeichnen. Da nun Y eine 
constante Gröfse ist, so ist: 


'Yın fe) ‚ 
) 7 j 
7 Y sinpdp — Y(cosw — cosA): 


Yn 


das Glied Y(1 —cosw) hinzugethan, giebt 


Y(1— cos) — /"ı )oy, 


folglich: 


p' — zart": )öy! = kiy,—y), 


22° 


Yı 
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also ist auch bei dem zuletzt betrachteten Keile allgemein: 


56) P=ky,-y)=Kk.H 


Die Summe der normalen Drucke auf dem nach oben convexen Theil des Keils ist: 


(6) N’ = hkfda = ka, 2), 


und der daraus hervorgehende Druck an der Sohle: 


@) N"=k/f dr — kfli— ar‘ 


wo das Integral zwischen den durch die Puncte A und E bestimmten Gren- 
zen zu nehmen ist. Die Summe der normalen Drucke auf den untern, con- 
caven Theil des Keils dagegen ist: 


(8.) k} för Hf . 2 “ös1(Yty — Y) tang}w\, 


und der entsprechende Druck an der abi: 














9 N — kifds—-I(Y-v — 1 4- 

(9) N, = klfös—(Y-+y,—-Yy)tang4o--Ysini}; 

wobei die Grenzen durch die Coordinaten & und Ü bestimmt sind. Statt 
des letzten Ausdrucks läfst sich auch folgender, nur der Form nach davon 


verschiedene setzen, nämlich: 

r OX "IY+y—yua 7 
(10.3.:.8, = ki SS > 07 +/ 2 Zu de +(Y-y —y,)coswtang tw). 
Hat dabei für die gekrümmte Oberfläche des Keils und für seine ebene Sohle der- 
selbe Reibungsecoefficient f Statt, so ergiebt sich für die zur Überwindung der 
Reibung erforderliche horizontale Kraft, welche zu P noch hinzukommen mufs: 


} Nınyer „ Re XıWnOoy: Zu Xu)myY v—Yy ir 2 
(11.) R—=fk) / 02-708) / öst+f 22 2 0s+Ysina|, 














X.) ’ K,y Kay 


oder auch: 


a2 SH Darf 


Xıyn 


Fi Hi TYa — y,)sin o| b 





Ich glaube wiederholt erinnern zu müssen, dafs vorstehende Unter- 
suchungen nur einen Theil der in der Wirklichkeit Statt findenden Wider- 
stände berücksichtigen, und auch da nur eine erste Annäherung gewähren. 
Es ist noch keine Rücksicht auf die Kraft genommen, welche durch die mit 
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der Hebung verbundene Gestaltveränderung des Erdprisma’s absorbirt wird. 
Hier scheint der Weg des Experiments eingeschlagen werden zu müssen, um 
zu entscheiden, ob dieser Umstand von erheblichem Einflufs auf die Gröfse des 
Gesammtwiderstandes ist, und um in solchem Falle den Betrag davon festzustellen. 
Indessen ist a priori anzunehmen, dafs bei einem, nach einer stetigen Curve 
gekrümmten Keile die fragliche Kraft abhängig sein werde von dem Maalse 
des Erdprisma’s und den Veränderungen des Krümmungshalbmessers. Ferner 
kommt zu den gefundenen Widerständen noch der an der schneidenden 
Kante, mit welchem wir uns im nächsten Artikel beschäftigen wollen. Aber 
auch den Kraft-Aufwand, welcher lediglich aus dem Gewicht der zu hebenden 
Last hervorgeht, stellen die obigen Formeln noch nicht vollkommen dar. 
Stellt man sich nämlich das auf der horizontalen Ebene vor dem Keil lie- 
gende, durch letzteren zu hebende senkrechte Parallelepipedum durch Ebenen 
senkrecht auf die Richtung, in welcher sich der Keil bewegt. in einzelne 
Elemente zerlegt vor, so werden diese Elemente bei der Bewegung über jede 
ausspringende Kante des gebrochenen Keils eine Erhöhung, und bei der Be- 
wegung über jede einspringende Kante eine Erniedrigung ihres Schwerpuncis 
erfahren, welche noch nicht in Rechnung gebracht wurde. Eben so werden 
sich bei einem stetig gekrümmten cylindrischen Keile die Schwerpuncte seiner 
Elemente nicht in der Curve selbst, nach welcher der Keil gekrümmt ist, 
sondern in einer andern. zu ersterer parallelen Curve bewegen. Für die An- 
wendung des Vorstehenden auf die Theorie des Pfluges scheint es, so weil 
ich den Gegenstand bis jetzt übersehe, nicht nöthig, diese Ursache einer Ab- 
weichung von den gefundenen Formeln weiter zu verfolgen. Doch mufs man 
aus Vorsicht nicht vergessen, dafs die obigen Formeln, wie gesagt, nur An- 
näherungen sind; man mufs in jedem einzelnen Falle der Anwendung noch 
fragen, ob jene Abweichungen nicht eine merkliche, nicht mehr zu vernach- 
lässigende Gröfse erreichen. Durch Unterlassung dieser Vorsicht gelangt 
(was ich bei dieser Gelegenheit beiläufig zu bemerken nicht unterlassen darf) 
z.B. Euler in seiner „Theorie complete de la construction et de la manoeuvre 
des vaisseaux (Paris 1776, page 115)” zu einem Resultat, welches ihm selbst 
ziemlich paradox scheint. Es ergiebt sich nämlich aus seinen Formeln als 
nothwendige Folge, dafs ein Schiff nicht, wie man glauben sollte, bei 
directem, d. h. mit dem Kiel parallelen Lauf, sondern bei einer gewissen 
Abirifft y den geringsten Widerstand finde. Ist P der Widerstand bei 
dem directen Lauf, und Q der bei einer darauf senkrechten (horizontalen) 
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Bewegung, so wird nach Euler die vortheilhafteste Abtrifft durch 


pP 
tangp = — 


0 
ausgedrückt. Dieses Resultat ist nicht nur paradox, sondern sogar unrichtig, 
wenn man es auf die in der Wirklichkeit übliche Gestalt der Schiffe anwendet. 
Verfolgt man den Gang der Kuler’schen Untersuchung rückwärts, so findet 
sich bald das zum Grunde liegende Mifsverständnifs. Euler geht nämlich Anfangs 
von der Voraussetzung aus, dafs ein horizontaler Schnitt des Schiffs ein Aechteck 
bilde, dessen längere Seiten mit dem Kiel parallel sind. Im weiteren Verlauf 
olaubt er den Fehler dadurch wieder auszugleichen, dafs er die unter seiner Vor- 
aussetzung gefundenen Widerstände bei der Bewegung in den oben erwähnten 
Richtungen mit constanten Facloren multiplieirt, welche kleiner als 1 sind, und 
so zu den Werthen P und @ gelangt. Offenbar aber können die auf diese 
Weise corrigirten Formeln für andere Richtungen noch keinesweges den Wider- 
stand eines Körpers von der gewöhnlichen Gestalt des Schiffes darstellen, 
sondern immer nur noch den eines schwimmenden senkrechten Parallelepi- 
pedums, nur von geringerer Gröfse als der des ursprünglich vorausgeselzten. 
Läfst man z.B. den horizontalen Schnitt in ein Quadrat übergehen, so wird 
P=60 und „=45"; was unter den angenommenen, mit der Wirklichkeit 
freilich wenig übereinstimmenden Voraussetzungen, keineswegs paradox, sondern 
selbst ohne Rechnung sehr natürlich scheint. Ein solches Parallelepipedum 
mufs in der Richtung der Diagonale offenbar einen kleineren Widerstand finden. 
als bei einer zu seinen horizontalen Kanten parallelen Bewegung im Wasser. 
Auch in jedem andern Falle stimmt, wie leicht zu sehen, die angeblich vor- 
theilhafteste Richtung mit der Diagonale des Rechtecks überein, auf welches 
der horizontale Schnitt des Schiffs durch Multiplication seiner beiden Dimen- 
sionen mit seinen Factoren reducirt wird. Dieser Theil der Untersuchungen 
in dem angeführten Werke Kulers mufs demnach als verfehlt angesehen 
werden. 

Ich bitte um Entschuldigung wegen vorstehender Abschweifung. Sie 
dürfte dem vorliegenden Gegenstande vielleicht nicht ganz so fremd sein, als 
es beim ersten Anblick scheint. Das Schiff, welches die Wasserfläche durch- 


furcht, und der Pflug, welcher seine Furchen in der Erde zieht, sind ja schon 
oft miteinander verglichen worden. 


Eldena. im August 1851. 
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12. 


Berechnung der krummen Oberfläche und des kör- 
perlichen Inhalts eimes Kugel-Ausschnitts zwischen 
zwei beliebigen, die Kugel und einander 
schneidenden Ebenen. 


(Vom Herausgeber.) 





De: Herausgeber dieses Journals ist auf die in der Überschrift be- 
zeichnete Berechnung vor mehreren Jahren durch einen wirklichen Fall in der 
ausübenden Technik geführt worden. Da der Gegenstand auch mathematisch 
interessant ist, schon deshalb, weil er ein Beispiel giebt. dafs von einer un- 
gemein einfachen Aufgabe die Auflösung und die End-Ergebnisse recht ver- 
wickelt sein können, theilt er die Berechnung hier mit. 


l. Die Fläche des Ausschnitis. 
1. 

Auf dem Durchschnitt 7 (Taf. III.) der beiden, nicht durch den 
Mittelpunct der Kugel gehenden Ebenen DH und F'H, also auch auf den Ebe- 
nen selbst, sei die Ebene des Papiers senkrecht. Dann ist von der Kugelfläche 
der Theil DF', unter und über dem Papiere, der zwischen den Ebenen 
DH und FH liegt, die gesuchte Fläche. welche durch #' bezeichnet wer- 
den mag. 

2. 

Mit DH sei, durch den Mittelpunct Ü der Kugel gehend, EC parallel. 
und AC auf EC senkrecht. MP und FG seien ebenfalls mit DHB und 
EC parallel; dann sei 
1.) AB=.a, BH= KÜ=ec, AU = r, HK — BU—h, KE— e, 
AP—=z Pä=y, PZ=z, der Bogen AM=:s. 


>. 
Der von der Ebene HHF' begrenzte, in der Ebene MZP liegende, 
durch M gehende Bogen des nicht-gröfsten Kreises MP, multiplieirt mit ös, 
giebt das Differential OF' der gesuchten Fläche F'. 
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Der genannte Bogen hat PM = y zum Halbmesser und nn 


PM = 5 


zum Cosinus. Also ist 
0) We 2yarccos——.-ös. 
N. 


Es sei 
(3.) _—o und arccosv —=w, 
so dafs 
(4) oF = 2ywös 
ist. Da 2-7, so ist yös=röz, also in (4.): 
65.) OF = 2rwdr. 
>. 
Man setze 
(6) F= —?2r(?2r— z)w-+2rX- Const., 
so giebt dies: 
öF— Arwör—2r (2r—a)öw+2roX= OF—Ar(r—z)dw+2röX (5), 


also ist 


7) 9X = (Ar—x)öw, 


oder, da 
(8.) y = rc — a? ist, 


90) &X= or. 








6. 
Nun ist Ow, das heifst A RN. 2 und A —=1. Die 
Rz ® KL ® w 
6) a 
re uni 1 Sir 1 iz " 
giebt : u: Fa ee hg ; mar 7 folglich a 
. 


mithin in (9.): 

y_& __n 

x vA—v) r Yü-=) 
Y 


__zyoy—y’0z 


3) 22a 


"rn 


10) &X=— 














ei zy(y’— 2?) ) 


= 
E 
E 
= 
3 
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oder, da yoy=(r— x)Odr ist (8.): 
0X = 3. (r— r)Or — (?rr — x?)0r 











11. 
( ) x y(y’— 2°) 
7. 
Be A a 2 DE" une 
Es ist 7 = gE® das heifst rn er. Dies giebt 


(12) 2 = 7 (@—a)+c und 


(13.) 02% zu 


ea 
E’9@. 
Dies in (11.) gesetzt, giebt 


aw __ [ee —a)+helr—)— (Are —x’)e „| 
0A —= a5 :0x, oder 


3X — r(he— ea) + x(e(a—r)— ch) ‚dx 





























hx y(y’—z’) ads 
oder, da r— ah ist: 
av ._ r(he—ea) OX var OX 
(14.) 0A = h ayy— 2°) — (e+ec) yvY’—2°) F 
S. 
Es ist 
2.8 2 
y—-!’'—= Ir — a? — (2 u) (8. und 12.), 
h’-+c? (he— eu)” 
2 ME. ann  — nn 6 1 mn 
y-’-Grl ’te® 
h? R ?da— he b) 
+27: re — a] oder, da u=r—A ist, 
| 2 a: et Bee (h’+e?)r—ceh(e+e) 2 
a0 pe A ja tn. 


oder, wenn man der Kürze wegen 


(hkk—ea , (h’+e’)r—eh(e-+e) 
(16.) h’-+e* au. 2 h?’-+e? 


—#"+Qye— a —Z setzt: 
a) yon he 








—=yg und 


Dies giebt in (14.): 
(18.) 0A = Y(hc—ea) O&x (e+e)h ox 








| vr+e) „ZI o v4) 2 
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9. 
Es ist, wenn man 


19. u Bu: 
a9) 5 


selzt, wo m und n unbestimmte Constanten sind und Z den Werth (16.) hat: 

















OÖ Aarc tang u den Br PER ( N TEEN _ - u be 
Z 27° 14 % a 
; « 2 Zdr —( | u 7 
(20.) oarclangu — nZox — (m+nx)OZ 
27° (Z+ (m-+nr)?) 


Der Zähler dieses Bruchs ist 2n (— p? + 2.0 — x) — (m-+ nx)'.2(q — x)(16.) 
— 2(— np + (m-+ng)e — mg). Der Nenner ist 

az (— pP +22 — 24 m?’ Imnx + n’ x), 
also ist in (20.): 








r n OX — np’ — mg tim + ng)x 
> arct:i 5 
(21.) Oarctangu zZ mp2 gtmn)a tn —N)e’ 
10. 
Soll hier der Factor von = gleich 1 sein, damit das Integral von 
GR :; . 
r in (18.) gleich arctang« sei, so mufs 


(22.) —np — mg -+(mIng)c = m— p’+2x(g + mn) + (n’—1)x’ 
sein. Dieses giebt zunächst n?’—1 = (0, also 
23.) u et, 
dann 24 -2mn =m--.ng, also 24y-+ 2m —=m-+-g, mithin 
24) m= —g 


und zuletzt — np’ — ng = m’— p?, also, @dentisch, -pP + =g —p, so 
dafs die Voraussetzung (19.) in ($. 9.) gestattet ist. In (19.) ist jetzt ver- 
möge (23. und 24.): 

(25.) uw, 


also ist nunmehr in (21.): 


2—dq 


(26.) / Fr — arctangu — arctang Zi 
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11. 


Soll dagegen der Factor von a statt gleich 1, gleich — sein, damit 


4 





| X . 1 h 
das andere Integraı von Zi in (18.) — —arclangu sei, wo z eine dritte 
Pr 


rd 


unbestimmte Constante ist, so mufs in (21.) 


(27) zz np? — ıny + (m-+ng)z) = z(m’— p’+2(g+mn)c-+ (n—1)r) 
sein. Daraus folgt m’—p'==0, also zunächst 
28) m=p. 


Ferner — np’ — my = 2z(9--mn) oder — np’ — pyq = ?x(y--pn) oder 
y(224p) = —np(p-+- 2x), also 
(29.) n = — u. 


p 

und endlich (a —1)z = m--ng, also (H—1)x — wre oder z(g?— pP”) 
— p»(p®— g’), mithin 

30) z2= —p. 

Man könnte auch aus (27.) andere Werthe von m, p und x ent- 

nehmen. Zum Beispiel zunächst aus m’ — p?—= 0: 

(31) m= Hp. 
Dann gäbe — np’ — my = ?%x(y -+ mn), —np’ Fpg = ?x(qtnp), also 
— p(np+g) = +?2x(np+g), mithin 

(32) = TFhp. 
Endlich aus (n"—1)2 = m-{ng wäre F4p(m—1)=+p-+ng oder  (n’—1) 
— +24 oder "—1 = —2 Fo oder n’ + 2n. +1 —=0, also 


BR > NG U 
n—=} > +y 1) oder 





(33) n = Zn a 
Auch diese Werthe könnten gesetzt werden; indessen sind die obigen (28. 
29. und 30.) die einfacheren. 


Es ist also nunmehr 
"ox 1 
34. ———— u t 3 
(34.) — _ arctang u 
23 * 
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1 
mn A Sr 
und da u = gu. 65 0 5 u ——— (28. und 29.) und <= —p ist (30.): 





EN "ox 1 p’— PP—qar. 
3. - — — — arclan 
ae v p az pZ° 


12. 
e ’ox or er 
Setzt man die Ausdrücke von IF (39.) und (26.) in (18.). 


so ergiebt sich 














a ae /(he—ea) 1 pPP— gr h(e-+e) —. 
36.)X = — vi 377  —arclang —— ‚_arclan Const. 
ar vet)" ZU Tre ren + 





oder, da »p = | ist (16.): 


(37.) X — rarctang — X h(e-+e) 


pP vVih+e‘) 


und dies in (6.) gesetzt giebt, da w— arccos- ist (9.): 





arctang — 7 z 71 Const. 


388.) F= —2r |(2r — z)arc cos — + rarctang p'—g2 





pZ° 
, A(e+e) 2—q] 
| y(h’+e?) arctang "zr ] Const. 


13. 
Für 2 =a=r—h ist F—=0, y=r’—A’, z=c, also ist in (17.) 


r—W"— = a #, und folglich 








(39.) Dis. Vet) | 


Ferner ist aus (16.), fir v=u—=r-—h, 


pP —yı = erzr[ihe — ea) — al("--e)r--eh(e+c))] oder 
(40.) (A+-e)(p—ga) = hleh— (r—h)(ec-Ar)). 


Dieses giebt, IP OHR (39. und 16.), für e=a und #—=0: 





elle. » A V(h’+e’) V(h’+e’) 
Pr a rn (ed — (r —A)(ec-Ar)). he—e(r—h) hy? — h— e®) oser 


ce h— (r— h)(ec+hr) 
(he— e(r—h))y(r®— h’— ec?) 





4), En 
(4) p.Z 
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Sodann ist für e—=a und F==0 aus (16. und 39.): 
a GR (r—h— BE BEN E h’-+e? un 


























zZ (h’+e?) hYr—h?—e 
Anl on 7 RT er 
Also ist in (38.): 
(43) Const. = —+ 2r |(r + Aare cos 
-+- rarctang., eo ame, up rt ya a ) arctang en | 


14. 





Für dieses x ist 2=y, 





also arecos —arccos1—0, und Z ist vermöge (17.) gleich Null, also 
sind die Tangenten in (38.) = w und folglich die zugehörigen Bogen —= tn. 
Mithin giebt (38.) mit (43.) für den ganzen, durch die beiden Ebenen IH 
und F'H von der Kugelfläche abgeschnittenen Theil DF': 

ceh— (r— h)(ec+hr) ) 
° (he—e(r—h)y (r’—h’—.c?) 








(44.) F—2r| (r-| h)arccos r(} a— arclang 


2 
yer—h’) 
h(e+e) h’— ec 

 Vh?+e?) ce Tartng v(h’-+e?) Y(r? — | 
Dies ist der gesuchte Ausdruck von F'. 
13. 

A. Für den besondern Fall e=0, oder wenn die Ebene DH von 

der Kugel einen vollen, nicht gröfsten Halbkreis abschneidet, also für den 


Ausschnitt BDF\ = F\, ist z== 0, mithin arc cos —— An, folglich aus (44.): 


y 
hr 











N ea 
[nr r| An 2r arctang RE) 


he , 
TYRLe) (nt a 27H m ra )l 
B. Für den Fall wenn, aufser e—=0, hA=r ist, also für den Ab- 
schnitt ADF,— F,, sind in (45.) die Tangenten = x», also die zugehö- 
rigen Bogen = 4. Mithin giebt dann (45.): 











2 re 
FR = r|ra + 2r. 42 -- et ar? 2.4n)] oder 





(46) BR = Zrali— 


TH e?) | 3 
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C. Für ce=0, Ah=r und e=0 endlich, oder für die halbe Kugel- 
fläche F',, giebt (46.) 
(47.) F, = 2r’n; 
wie gehörig. 
16. 
Anmerkung. 


rin an. ee a ee ME nr 
ED FR 


Der Umstand, dafs sich in ($. 11.) für das Integral von 





OX r 
ayZ say p’+2yr — x?) (16.). 


aulser dem Werthe a 











a a 





"or 1 pPP—qx 1 
48. / - — — —arctan —(35.) = — — arctang u, + Const. 
St 7 2 p S pZ? 1 p Ai 


vermöge der andern Werthe von =», n und x (31.32. und 33.) gemäfs (19.) 


noch ein zwerfer Werth 


PEREeND  P NE NEL REN DR 





tp+ 


,n 
oh 


1 

e 
m 2 
xz 








(49.) — F—aretang 


— — Zarctang Ur ED) 
F ® pZ° 


findet, giebt Anlafs zu einer Bemerkung, welche vielleicht nicht ganz über- 





2 
= — r- arctang %, + Const. 


flüssig ist. 
A. Die Anndrücke (48. Pu; 49.) sind völlig richtig. Wenn man sie 


differentiirt, nemlich Im und —_ a berechnet, so findet sich, dafs 
a 1 ou, 2 a Ge ;/ ; 
Ne | 


ist; wie es sein soll. Daraus aber, dafs die Differentiale von — —arctangu, 
p 








‘ 





2 e . . 
und —Zaretangw, gleich sind, folgt natürlich nicht, dafs auch die Integrale 


Ba Äh ; er 


‘ \ ur 1 2 j z 
gleich seien, nämlich dafs BET Tara ha un tang u, sei; denn dies 
: | 


würde 








(51.)  arctangwu, = 2arctangw, —= arc lang —— 





oeben; was nacht zutrifft. 


B. Der Grund davon liegt in den Constanten. Bezeichnet man £ 
nemlich dieselben durch C, und C,, so kann keineswegs die Gleichheit (51.), 
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f . : 1 
sondern nur die Gleichheit C, en arclang u, — U, — — arclangw, oder 


(52.) plC—C;) = arctangu, — 2arctang u, 


Statt finden; und diese Gleichung »nu/s nothwendig erfüllt werden. 


C. Da die Constante eines Integrals für alle Werthe der Veränder- 
lichen dieselbe ist, so kann man sie für einen beliebigen Werth von « suchen. 
Am leichtesten ergiebt sie sich hier für diejenigen Werthe von x, für welche 
Z gleich Null ist. Für diesen Werth von z geben (48. und 49.), wenn man 


den Werth von JE für jenen Werth von & durch A bezeichnet: 
NA 


(53) A4= 44 C,, also = 144 und 
54.) A— -— 4a+6,, also € — a4 A. 


Rn j 1 1 
Dies in (52.) gesetzt, giebt Pe In — = 7) —arctangu, —2arctangw,, 


also arctang u, = — (47 — 2arctang u) — — 2arc cotangw, oder 


1—u? 1 
— -—-arctangl (u —— ). 
2u, I 522 u, 





(55.) arctangu, —= — arctang 


D. Um zu sehen, dafs dies wirklich zutrifft, sei der Kürze wegen, 
(56.) g—p 1 
Dann ist zufolge (49.): 











7. _ ar VE 
(3 ) uU, pZ 
Dies giebt, in (55.) und Z= — p + 242 — x? (16.) gesetzt: 
le RR m 3 ver 1. RE 
a‘ pZ: pP’+r—g)& 


IE p'+2p’rx — 2p’qgc + r?x? — Arge’ + Pr — p’(— p’+2gx — x?) 
pP (pre —gx)Z 


1 _ Sp t2prr — Aprgr— rg’ + hr’ +’ +p’)e? 
u, p(p’+rx— qx)Z! 


oder, wegen "+g’-+p—= 24° (56.): 


oder 








U — 9 


2/n?2__ Rn u, RER FE ERETON 
pp —g&)tre(p—gr)—gz(ip—g8) __ P—0R — u, (48.). 





i 1 
58.) 4. — — )= 
(68) 2 = p(p’+ra—qx)Z' pZ' 
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Bi Ban 1 i 
Es ist also wirklich arclang } (u, — —)—= arctangus,; wie es nach (55.) 
2 
sein soll. 
Es folgt demnach, dafs es wirklich zwei verschiedene Ausdrücke des 


veränderlichen Theils des Integrals giebt, die also für jeden Werth von x 
nur um eine Constante verschieden sind. 


il. Der körperliche Inhalt des Ausschnitis. 


17. 

Das Differential desselben ist das Product von 0x in die Fläche des 
hreis- Abschnitts ZM. Diese Fläche findet sich, wenn man das Dreeck 
ZP von dem Ares- Ausschnitt MZP abzieht. Letzterer hat 2yw (3.) 
zum Bogen und y zum Halbmesser. Seine Fläche ist also 2yw.4y=y’w. 
Das Dreieck ZP hat 2y(y°— x?) zur Grundlinie und ZP=x zur Höhe; 
seine Fläche ist also zy(y’—2°). Demnach ist von dem gesuchten körperlichen 
Inhalt des Augel- Aussehnitts DHF', welcher durch K bezeichnet werden 
mag, das Differential 





(59) o0K=ywor— zy(y’— 2z’)dxr = (Are — 2)wOr —zy(yY— ’)Or. 
18. 
Man setze 
(0) K=(rr— ır)w— zry(y’— 2°)+X+Const., 
so ist 


(61.) 0Kk=(Arr — 2’)wOr-+ (ra —1r)dw— 2 y(y’— z’)0x 





Ä z2x(y0y— 202 
(> >) 19x, 


_— T } (y° — 2°) 0% — 




















vir’—2) 
und vermöge des Werths (59.) von ÖK: 
r Ay a nn eh FEUER 22 (y0y — 202) 
(62.) 0A = (12 — rI2)ow—- zy(y — 2°)02+ ; r 
v(y’—z‘) 
9 e 
[2 YV a 0°— 2 oY D) 
oder. da 0 = — ————— ($. 6.) = — Fr Er und „= ?2rz — 
1-5) Yo" — 2‘) 
l y’ 
ist (8.): 
03 — 2zy0y , z22yoy+x(y’—22°)02 
0X = (rt! — 4a’) — u > = ee. + 2y 0) 720 - 3427 oder 
ra— a )y(y’—2) vy’— 2’) 
oo“ 4 na 3 7 an 3r — 2r nn 
3A — is |(9rr — 4x" — 627°) ö2 + eyöy] 
vr — 2’) 2r—ı 








An ann nn 





zz 
i 
4 
E 


NETTE NE 


N ALRETTE ree 


2 


arte 


ae na a ee N 






































12. Kugel- Ausschnitt zwischen zwei beliebigen Ebenen. 185 
x MM ’ Ir—?2r La (r—.ıx) (Ir—2.r) « 
oder auch, da yoy=(r — x)0x (8.), also eg ragen 04 
-— 2)? r —a)+tr” -_. 
In - x) Ir .0X ıst: 
2r — X 
(63.) 8X —- - — [Ir2 42-62) det2(r det — HE — 
y(y’—’) \ FIT (Ar— )y(y?— 2°) 
19. 
’ ; (2 — he ri 0X 
Aus (12. und 13.) ist z3—= 2 zit < und ö2 — a - Dies giebt 
2 
z20X  _—(?r—x)+?r ad ı Zu Arz 0x 
2r—ı r—ıx IRRT TITTEN: 2r—ı 
Pi: BI >. "A .__nNnDo he > 
BERN IR e(2r— x) +?re— ae-+ Ei 
| h(?r — x) 
. 2x0 0% n 2re . 2re—ae-+he . 
64. = — 30° — —- 0r7-?r: 0X 
(04.) Ir—x Ya er h(?2r — x) r 


also in (693.) 








.. OX | o, CK | 2r’e 
30 Ä — - — | r u 4x? 2, )2? \ R x F r . 2 PER. \ | 
v(y? >) (9 L 6 ) h 4 "Tr 2x — [jr } Kuna 7; ; 


_ 2r” 2re—ae+he 
1 h (Ar—x)vy(y’— >’) 
(65.) 30X 
WOR; ig 2’ 525 P . 
7 55 [92 — 42?— 62°) er + (e(e — a) + he) (ra — 22 — r’)— 2r'e| 
| h’ox 


1 9p(Qre—ae--he)- Ei 
-2r’(2re—ae-- hc) ge 








.0x, oder 





20. 


Der Factor von 





nn 5 in (65.), welcher durch M bezeichnet wer- 
den mag, ist 
M —= W[(Irc— 4r’)ex-- (e(2 — ua) + he) (re — 2a” —r’)—2r’e] 


— ber (e(2 — ua)- he) 


— h(ear— her’ —?2r’ e) 

+ x (—er’h’— earh? + her — be’a’ — beh’c’ -- 12e’ahc) 

+ 2° (10erh? 4 2eah?’ — 2h’c + 12eda — 12e?he) 4 a’ (— beh’ — be’), 
oder, a = AB=r—h ist: 


(66.) M=—#r’(er+h(e-+e)) 
+ x (h’r(e+c) — h’e(2r’+6e-+6c°-+12ec)-+12he’r(e-c) — be'r‘) 
+2 (— ah (e+c)+ 124er —12eh(e-+ ec) 4 ne'r) — br’c(h’- e') 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIl. Heft 2. 24 


7) 
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oder, wenn man der Kürze wegen 
(67.) e-+c=e und We setzt, 
M —= —hir'(he--re) 
+ x ((he— re) (hir — be(he — re)) — h’r’e) 
+22’ (—6(h’-+e) (he— re) -+5h’e) 
— bex’r’, 
und wenn man nach 
(68.) As—re — Tr’ setzt: 
(9) NM= —Ür(he+re)+x(T (hr — ber‘) — A’r’e) 
+ 22° (— 6x7 + He) 
— bexr’r”. 
Ferner ist in (69.): 
(70.) 2re— ae+hce = ?re—re--he-+hce = he-+re. 
Setzt man also, wiederum der Kürze wegen, 
1. —hr'(he-+-re) = 4, 
2. Ü(Wr—6ber)—h’re = B, 
3. — 12,’ --10h’e — C, 
4. —6be —= D, 


(1.) 


so dafs in (68.) 
(72.) — 4+Br-Cr- De’ 
ist, und dann noch 
(73.) ?2r’W(he+re) = E, 
so giebt (69.): 


(74) 3WOX — A+Bz+C2°+Dr’ 


dr + Eödx 








y(y’— 2°) 


oder auch, weil nach (17. und 66.) = 2 ist: 








ax _ AtBxz+Ce+De’ „, ,__Ela 
(75) 3#20ÄX — a 0x- nz 
21. 


Man setze 
04 





(76.) 32 —=0Y und er. 02 —=(Ir’+ur-+ v)Z- oY, 


7: 


Z 


wo A, u, v und o unbestimmte Constanten sind, so giebt dies: 





(2r— x)y(y’— 2?) ’ 


i 
E3 
“ 
% 
’ 
3 
a 
“ 
5$ 
u 


BEsE 








ROTER 0 ET 
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[a „ \ n A. e [2 en >4 
dr — (ir u)Zdrt+ 04 oöY, 


A+Bx4+0Cx4 De’ 
VA 








oder, wegen OY —= r (76.): 





(77) (4+Bzx + Ca’--Da’) dx = (ir + u)Zor+ (104 ur+v)0Z-+ 00x. 
Zufolge (16.) it Z= —p’ + 2g2r —ı, also 0Z = 2(y— x)ör. Daher 
giebt (77.) 
A+ Br -+ Cr’ + Da’ = (ir + u) —p+2ge — a”) 4 (ar + ur rv)g—ac +0 
oder (78) 4A-+Bx-+Cr-+De 
—= — put gv+0-+(—2p? 14 3yqu—v) ac + (IgyA— Qu) — 30"; 


und daraus folgt 


—3ı)—=D, oder i=—A4D, 
(79.) Ä dyk— Ru, [rg Br Ü), 
— Rp}. +3yqu—v=B, v—= — Rp’. + 3qu —B, 
— pPu+g-o=4, o—-tpu—gw-A, 
also 
1. = —ıD, 
2. u= —3oD—-ıC, 
(80.) | Pe 2). 
3. v—= 43" D-3fD—3qC—B, 
4. 0 —;P4D—4PC—3pP4D+37D+3gC+4yB-A 


2—g 


7 





Demnach ist in (76.), weil Yy—/ =arctang ist (26.): 


ar) JE u De’ 
— [—1Da°—($9D-+4,0)24 (3 pP 3) D—340—B]Z 


+96 —3p)D+ 438g’ —p))C+gB-+ Alaretang 
22. 








Ferner ist, wenn man 
(2) ?Ir—ı=a, also z=Rr—ı, Setzt, 
(3) Z=—p +24 (2r —c,)—(2r — 2.) (16.) 
— —p4+4yr— Ar + (Ar—Wy)cı—a; 
oder auch, 
(4) —pi+4Ary—r)=—p und ?r—y=yg, geselzt: 
5) Z= pt yet: 


24 * 
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Nach (16. und 6%.) ist 
‘+ eh)” (he — er)’ 














| "1756 3 
| ip (he = ; (he - u 2; na 
(86.) Er 
ww BEER 20 28. Bm. ERROR ehe 
ED: Fa ze rd 7 


also ist in (84.) 





\ 1 PR (he — er)? Fr” ehe (he-+ er)? 
DE mn: TER rn en Be re es 
(87.) % % % 


2. Her +. 


| % 2 


Nun giebt (82.) für (75.): 








Eodx Eödr 








8. u 
( (2r — ı)Z°  - 


und davon ist das Integral nach (35.): 


> E 7, . E Finn x E ER 2 —r 
(59.) / - —ı = tr —arcltang Aha — Zare lang nu BR 
i + @r—x)Z P, p. 2 P; p, 2 








23. 
Zufolge (60.) ist 


(90) AR — A [Ira — &)w — 3x3 yY(y? — 2’)]+ 37h X. 





Nach (3.) ist o — are c0s—, und 3zA’X findet sich aus (75., 81. und 89.). 


Dies giebt, in (90.) gesetzt: 

3’ R — zh’x |(3r2 — 2°) arc cos — — 33 Y(y’ — 2°] 
+ Z’[—-4Da’— (349D+4 C)r+ GpP—3f)D— 240 —B] 
} are tang —- [49 (59° — 39°) D+ 434? —p)C+gB+ A] 








Z 
' E — 2r—ıX } 
r „are ang” f z 4 Const., 
1 7 


also 
(1) K= z’(r—1x)arc 00s- — zry(y’— 2) 


Z° 
4 








Tg [(Ap° — 159)D— 99C — 6B — (59D + 3C)z — 2Da°] 
= u: arctang [459 — 3p°)D-+ (39 — pP)C+24B+ 24] 





Sys, IYY— ır 
_—# _sroitan Zen 1na 2) 1 Const. 
3p,xh 8 
‚ach 


„zZ 


1 











RR ENG Kr ne 


ER IR 


Dear u re 





12. Kugel- Ausschnitt zwischen zwei beliebigen Ebenen. 189 
21. 
2 2 } Bi 
Fr 2=a=er—histe=e, „y-r—h, Z=—yy’—:')(17.) 
— ye—R—e) und der körperliche Inhalt X des Ausschnitts ist Null. 


Dies giebt, aus (91.): 
(92.)  Const. = 


ee re Mer Mn) 


_ UN [ap—15g))D- 990— 6B— (59D+3C)(r—h)2Dr—h)] 


+ Gearetang EN 3) D+ BF P)CH2B 4 24] 
(pP? — Anz 





— 4{r — h)’(2r 4 h)arccos 


























- ENTE, e/ ne 
Den ganzen Körper erhält man für «= 4, für welches x, y=2 
also are cos — — arccos1 —0 und Z —0, mithin arctang‘ — = Ar und 
arctang # U —4n ist. Also giebt (91. und 92.) für den ganzen 
ne 
Körper: 
(3) K= (r-h)ley—W—c)—4(r—h) (Ar 4 h)arccos en 
_Yr mn im I 415g) D-99gC-6B— (59D-+ 30)(r—h)—2D(r—h}] 
tap a N aretang )Ig( Sg—3p’) D+ Sg—p’) C+24B-- 24] 





E (pP? —g(r+h))= \, 
Tr 3p, xh, sr —arclang hp, vr — h’— ec?) ); 


wo nun die Werthe von 4, B, C, D, E, p, g, und p, und g, zu setzen sind. 
23. 
A. Zunächst ist in (93.) der Factor zu — 
M, bezeichnet werden mag, 
(94) M, = 2D (Rp — (r—h))— (5gD + 3C)(3y+- r—h)—6B. 
Hierin die Werthe von D, C und B aus (71.) und von 


| 2__ (he— ea)” _ (he—er-+ eh)’ 
1. p SER h?-+e? (16.) = 4? 
(95.) und 


2. g — ENT 46. und 67.) — 274° (68,) 


V(r®—h’ In: c?) 
18xh? 





.„ der durch 


ie (67. . = 


(67.) — 
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sesetzt. gieb! 


M, = — 12ex’ Fre) 


Q42.__9Qr2 R 
—(— 30e (h’r re) — 362°T° + 30RPe) cs — pe | r—h) 





— br (Ar—6r'e)- -. 64° r’e. 


Hier ist — ‚308 Kr — te) — 36x 7° -+ 304’ tage (he— re) -- 7’ ‚(Ve — 367°) 
— 30? r’ -+- 30e'T? — 3627 — —67°’T’, also ist 
M,— Reli r—h\ Zar) +6 (Er —ITe)+z(r—h))—6r°(h’r—6r°e)+6h’re 
2 (r—h) (67° + 12e(r—h))— 6rte--12r Ar +6hre, 
und die Werthe von 7 und & (68. und 67.) gesetzt, nach gehöriger Verwandlung: 
(96) MM = 6hlhe-+ceBtr —h)\(h-+Ee)- 20 —hce]. 
B. Der Factor rechts in der dritten Zeile von (93.). der durch M, 
bezeichnet werden mag, ist: 
(97) MM, = g(59D-+3C) — p’(34gD-+C)+24B-.24 
Hier ist 
5yD +3C — —30e (hir— re) — 3627’ -- 30h’e (95.2. und 71.4. und 3.) oder 
(98.) 54D-30 = 67° (54° 4- Je! — 67°) — 67° (Hh’ + 5e? — 64° — be?) (67.) 


— — br’ (67.). 
Ferner 


34D-+U= — 18e (hir — Te) — 1227 + 104°e (95. 2. und 71.4.3.) oder 
(99) 34gD-+C = 2[7°(3e — A?) — Are]. 
Dies und Pr 1. und u in er und 95.) geselzt, giebt 
PER... 2 ge —. MR) — Al’re) 








„75 


- (Th’r—6rie)—h’re)—2h’r’(he+-re) oder, vermöge (67.u.68.): 
12 M, — — Ir (hör — Tee)’ — (ld (det — h’) — Ahre) 
-(kr— en oder, vermöge (67.): 


10) M = T, (ee? —Ir(RE)]. 








C. Sodann ist in (93.) 

















_ (g—-r+hx__(—r+h)" _ Kir—Tre+x’(h—r) 
M, > h 7 hx Be hx (95. 2.) 
_ hör—heste'r+(h”+e)(h—r) (68. u. 67.) = Wr—he’—hecter+h’—h’r+eh—e?r 
4 hx er A L ; 











® 
en SEE nr 
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oder MR 
— ec 
(101) M, — Then 
D. Ferner ist in (93.) 
(pi —q(r-+h)) = (he--er)’—(zr-+ehe)(r-+h) (87.), also 
(Pi—q(r+h))e__ (he--er)e—hr(r+h) _ —_  (he-ter)e—hr(r-H-Ah) (87.1.) oder 























hp, 2; xp, Ri he-+ter 
’ _ k-aerthd)r__ hr(r+h) 
12) M= hp, 2 hce+(h+r)e 
E. Endlich ist in (93.), aus (73. und 87.): 
e 0 Be, 
(108) M,= sSpah” Schetre)h? — ir. 
26. 


Setzt man nun in (93.) die Werthe von M,. M,. M,,. M, und M, 
(96., 100., 101., 102. und 103.), so ergiebt sich: 


(104) K — (r—hleyr—R—c)—} (r—h)(?2r - h)arc00s | 








er; sw Pete —hee +3 —h)(W + E))] 
h?’— ec | 
ec?) 


# v1 AU (e+e)"—Ir(h’-+e E)]|47-t arctang v(h?+e?)y(r?- 


3(h’-+e? 
hr(r+h)—e(he--e(h-+r)) 
Ir’ Bas arclang (he+(h+r)e) | 


Der Factor von y{r®—A’—c’) in den beiden ersten Zeilen dieses Ausdrucks 
h’e--e(?h’ N \(h?’-te? ML: _hle*e un c—h’e) 
3(h?-+e?) 3(h’-+e?) 
findet sich, wenn man auch den gesammten Factor von zı nimmt: 
h(ete—Rh?c—h?e)y(r*—h’—e?) 4m] (e+e) Bine die ))hle+te) , | | 
3 Hr 
3(h + e*) 6(h?+e?)? 


—4(r—h)' (2r + h)arc cos 











„ also 








ist e(r—h)— 








(105.) K— 





R 
Ye" —h’— ce‘) 
h(e+e) 2 ie 
(h(e+c)’—3r’(h’-+e)) arc lang 7 7F-7 Ir —n: 


3(h?-+e?) 3 
| (hr—ce)(h+r) — 
+3r’ ni 


welches der gesuchte Ausdruck des Inhalts des Kugel- Ausschnitts DHE ist. 


27. 
4. Für den besondern Fall ce—=0, also für den Körper BDF, — K,. 
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ist der erste Theil des Ausdrucks (105.): 


_ _ kevet—h) 
(106) — en 





Der Factor von 477 ist 
(es (h’tei))he | 





2r’ — (r — h)(2r-+h\ 









































(h?-+ 0)? | 
h? En 2. h’ >* / 4 D) b) ' M) 2 
_ des drehe | 959 _ hart 2rk — Ahr — 
(h’+ e?)? + 
Zu 212 1/A2 9.2 __Qu2ı2, 
(107.) » y.& (A’-+e?)")(h ken )—Ir”h e 
(h’+e%)? 
Die drilte Zeile rechts in (105.) ist 
he 1 =: ’ h’ 
108. — (hie —- 3r’(h’- e))arctang — — — ne 
i 3(h’-+e?)? ( 1 )) /AA+e)Ylı’— h?) 
Die vierte Zeile ist 
| fo hr(h-+r) KR a ieh hr 
(109) ==3r’arctang VERTTe Fur‘ Ylnai ar PETE 6 
also ist | 
Hm? _ h? 3 _ (HL PN? 2__94 _ 9,212, 
(110.) K,— — 4he.IT, 1 nn. (h + e”) )(h = ) 3 h e 
te (h’+e?)? 
Ä he(h’e’— 3r’(h”— e*)) REITER h’ u hr 
eye) 
B. Für e=0 und A=r, also für den Körper ADF,— K,, ist 
h? hr 
x dl he U 
in (110.). arclang Try) und arctang „7,7 — 73 — arctang © —= In, 


mithin ist aus (110.): 





Eins — 2.’ (e — (ee?) —3retre (re — Ir’ (r?+e?)) + 2r’(r’+ ee)? ' 
K,=14n | wer I odeı 
di) m zra(1— e(2e’+ u) 





2 (r?- e?)? 
ee. Forc=0, k=r md ed a für die halbe Kugel 
K,, giebt (111.) 
(112) I, = rn; 
wie gehörig. 
28. 

Ob vielleicht noch auf einem kürzern Wege zu den End-Ergebnissen 
zu gelangen sei. bleibe dahin gestellt; die Ergebnisse selbst aber lassen sich, 
wie es scheint, nicht weiter vereinfachen. 

Berlin. im Mai 1847. 
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13. 
Gedächtnifsrede auf Carl Gustav Jacob Jacobi. 


(Von Lejeune Dirichlet.) 


(Gelialten in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 1. Juli 1852.) ') 





Indem ich es unternehme, die wissenschaftlichen Leistungen des gröfsten 
Mathematikers zu schildern, welcher seit Layrange unserer Körperschaft als 
anwesendes Mitglied angehört hat, treten mir lebhaft die Schwierigkeiten der 
Aufgabe vor Augen, die ganze Bedeutung der Schöpfungen eines Mannes 
darzustellen, welcher mit starker Hand in fast alle Gebiete einer durch zwei- 
tausendjährige Arbeit zu unermefslichem Umfange angewachsenen Wissenschaft 
eingegriffen, überall, wohin er seinen schöpferischen Geist gerichtet, wichlige, 
oft tief verborgene Wahrheiten zu Tage gefördert und, neue Grundgedanken 
in die Wissenschaft einführend, die mathematische Speculation in mehr als 
einer Richtung auf eine höhere Stufe erhoben hat. Nur die Überzeugung, 
dafs solchen der Wissenschaft und ihren Pflegern geleisteten Diensten gegen- 
über eine Pflicht der Dankbarkeit zu erfüllen ist, kann die Bedenken, welche 
das Bewufsisein meiner Unzulänglichkeit in mir hervorruft, zum Schweigen 
bringen: denn wem könnte die Erfüllung dieser Pflicht mehr obliegen, als mir, 
der ich, wie alle meine Fachgenossen, durch Jucobe’'s wissenschaftliche Pro- 
ductionen so wesentlich gefördert, überdies eine nicht geringere Belehrung 
meinem vieljährigen, so nahem Verkehr mit dem grofsen Forscher verdanke. 

Carl Gustav Jacob Jacobi wurde den 10. Dec. 1804 zu Potsdam 
geboren, wo sein Vater ein begüterter Kaufmann war. Die erste Unterwei- 
sung in den alten Sprachen und den Elementen der Mathematik erhielt er 
von seinem mütterlichen Oheim, Hrn. Leimann, der den regsamen Knaben 





*) Diese Gedächtnifsrede ist zugleich eine vortreffliche Abhandlung und eine tief ein- 
dringende Beurtheilung der Jacobt’schen mathematischen Arbeiten. Da nun die meisten 
dieser Arbeiten zuerst in dem gegenwärligen Journale gedruckt sind, so findet sie auch 
in diesem recht eigentlich ihre Stelle. Die Königliche Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin hat es auf die Bitte des Herausgebers gestattet, dafs der Abdruck der Gedächtnifs- 
rede, nachdem der Herr Verfasser dem Herausgeber seine Erlaubnifs dazu ertheilt hatte, 
schon jetzt, obgleich seit ihrer ersten Bekanntmachung in den Denkschriften der Aka- 
demie noch nicht die regelmäfsigen 5 Jahre verflossen sind, hier aus denselben erfolge. 

Der Herausg. d. Journ. 


Crelle’s Journal f.d.M. Bd. LIl. Heft 3. 25 
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weniger zu unterrichten als zu lenken hatte, und unter dessen einsichtiger 
Leitung dieser so rasche Fortschritte machte, dafs er, noch nicht zwölf Jahr 
alt. in die zweite Classe des Potsdamer Gymnasiums und schon nach einem 
halben Jahre in die erste aufgenommen wurde. In dieser blieb er volle 4 Jahre, 
da er nicht füglich vor zurückgelegtem 16ten Jahre die Universität besuchen 
konnte. Der mathematische Unterricht, der ganz als Gedächtnifssache behan- 
delt wurde, konnte dem jungen Primaner nicht zusagen. Sein Verhältnifs zum 
Lehrer war daher längere Zeit sehr unangenehm, gestaltete sich jedoch zuletzt 
besser, da der Lehrer einsichtig genug war, den ungewöhnlichen Schüler ge- 
währen zu lassen, und es zu gestatten, dafs dieser sich mit Kuler’s ‚‚Introductio” 
beschäftigte, während die übrigen Schüler mühsam erlernte Elementarsätze her- 
sagten. Wie weit Jacobes geistige Entwicklung damals schon vorgeschritten 
war, zeigt der Versuch, den er um diese Zeit zur Auflösung der Gleichungen 
des Öten Grades anstellte, und dessen er in einer seiner Abhandlungen später 
erwähnt hat. 

An dieser Aufgabe hat mehr als einer von Denen, welche später einen 
grofsen Namen erlangt haben, zuerst seine Kräfte geübt; und man begreift in 
der That leicht, welchen Reiz gerade dieses Problem auf ein erwachendes 
Talent ausüben mufste, so lange die Unmöglichkeit desselben noch nicht er- 
wiesen war. Zu der Berühmtheit, welche so viele fruchtlose Bemühungen 
dieser Untersuchung gegeben hatten, gesellte sich der besondere Umstand, 
dafs das Problem, als einem Gebiete angehörig, welches unmittelbar an die 
Elemente grenzt, ohne ein grofses Maafs von Vorkenntnissen zugänglich schien. 

Auf der hiesigen Universität theilte Jacob? seine Zeit zwischen philo- 
sophischen, philologischen und mathematischen Studien. Als Theilnehmer an 
den Übungen des philologischen Seminars erregte er die Aufmerksamkeit un- 
seres Collegen Böckh, des Vorstehers dieses Instituts, welcher den jungen 
Mann wegen seines scharfen und eigenthümlichen Geistes sehr lieb gewann 
und durch besonderes Wohlwollen auszeichnete. 


Mathematische Vorlesungen scheint er wenig besucht zu haben, da 
diese damals auf der hiesigen Universität einen zu elementaren Character 
hatten, als dafs sie Jacobt, der schon mit einigen der Hauptwerke von Kuler 
und Lagrange vertraut war, wesentlich hätten fördern können. Desto eifri- 
ger sah er sich in der mathematischen Literatur um, und suchte namentlich 
eine allgemeine Übersicht der grofsen wissenschaftlichen Schätze zu gewinnen, 
welche die akademischen Sammlungen enthalten. Jacobi, dessen Natur das 
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blofse Einsammeln von Kenntnissen nicht zusagte und der das Bedürfnils 
fühlte, der Dinge, womit er sich beschäftigte, ganz Herr zu werden, erkannte 
nach etwa zweijährigen Universitätsstudien die Nothwendigkeit einen Ent- 
schlufs zu fassen, und entweder der Philologie, oder der Mathematik zu ent- 
sagen. Da die Entscheidung, welche er traf, nicht nur für ihn, sondern auch 
für die Wissenschaft, welcher er sich von nun an ausschliefslich widmete, so 
wichtige Folgen gehabt hat, so wird man die Gründe, welche seine Wahl be- 
stimmten, gern von ihm selbst erfahren. Er schreibt darüber an seinen schon 
genannten Oheim: „Indem ich so doch einige Zeit mich ernstlich mit der 
Philologie beschäftigte, gelang es mir, einen Blick wenigstens zu ihun in die 
innere Herrlichkeit des alten hellenischen Lebens, so dafs ich wenigstens 
nicht ohne Kampf dessen weitere Erforschung aufgeben konnte. Denn auf- 
geben mufs ich sie für jetzt ganz. Der ungeheure Kolofs den die Arbeiten 
eines Kuler, Lagrange, Laplace hervorgerufen haben, erfordert die unge- 
heuerste Kraft und Anstrengung des Nachdenkens, wenn man in seine innere 
Natur eindringen will, und nicht blofs äufserlich daran herumkramen. Über 
diesen Meister zu werden, dafs man nicht jeden Augenblick fürchten mufs 
von ihm erdrückt zu werden, treibt ein Drang, der nicht rasten und ruhen 
läfst, bis man oben steht und das ganze Werk übersehen kann. Dann ist es 
auch erst möglich mit Ruhe an der Vervollkommnung seiner einzelnen Theile 
recht zu arbeiten und das ganze, grofse Werk nach Kräften weiter zu führen, 
wenn man seinen Geist erfalst hat.” 

Zu seiner Doctordissertation wählte Jacob? einen schon vielfach be- 
handelten Gegenstand, die Zerlegung der algebraischen Brüche. Er beweiset 
darin zuerst merkwürdige Formeln, welche Lagrange ohne Beweis in den Ab- 
handlungen unserer Akademie gegeben halte, geht dann zu einer neuen Art 
der Zerlegung über, welche nicht, wie die bis dahin ausschliefslich betrachtete, 
völlig bestimmt ist, und beschliefst die Abhandlung mit Untersuchungen über 
die Umformung der Reihen; wobei schon ein neues Princip bemerklich wird, 
von welchem er in späteren Arbeiten mehrfach Gebrauch gemacht hat. 

Gleich nach seiner Promotion habilitirte sich Jacob? bei der Universität 
und hielt eine Vorlesung über die Theorie der krummen Flächen und Curven 
im Raume. Nach dem Zeugnifs eines seiner damaligen Zuhörer muls sein 
Lehrtalent bei diesem ersten Auftreten schon sehr entwickelt gewesen sein 
und er es verstanden haben, sein Thema mit grofser Klarheit und auf eine 


seine Zuhörer sehr anregende Weise zu behandeln. Der 21jährige Docent 
25 * 
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zeigte auch darin eine sehr frühe Reife des Urtheils, dafs er, unbeirrt durch 
den Mifseredit, in welchen die Methode des Unendlichkleinen um jene Zeit 
durch eine grofse Autorität gekommen war, gerade dieser in seiner Darstel- 
lung folgte und seine Zuhörer mit dem besten Erfolge zu überzeugen sich 
bemühte. dafs die verdächtigte Methode nur in ihrer abgekürzten Form von 
der strengen Methode der Alten unterschieden ist, aber gerade durch diese 
Form bei allen zusammengesetzten Fragen unentbehrlich wird. 

Die Aufmerksamkeit, welche Jacob? zu erregen anfing, veranlafste die 
höchste Unterrichtsbehörde, ihn aufzufordern, seine Lehrthätigkeit vorläufig als 
Privaldocent in Königsberg fortzusetzen, wo durch die eben vacant gewordene 
Professur der Mathematik sich zu seiner Beförderung mehr Aussichten als in 
Berlin darboten. 

Bei seiner Übersiedelung nach Königsberg war es für Jacobi ein wich- 
liges Ereignils, den grofsen Astronomen Bessel persönlich kennen zu lernen, 
und zum ersten Male in einem, dem seinigen so nahe verwandten Fache ein 
Genie in der Nähe zu sehen. Die tägliche Anschauung des Feuereifers die- 
ses aufserordentlichen Mannes übte selbst auf ihn, der es doch von seiner 
[rühsien Jugend an gewohnt war, die gröfsten Anstrengungen von sich zu 
fordern, den mächtigsten Einflufs; dessen er später oft dankbar erwähnt hat. 
Es war für Jacobes schriftstellerische Laufbahn ein glücklicher Um- 
stand, dafs der Anfang derselben mit der Gründung der mathematischen Zeit- 
schrift zusammenfiel, durch deren Herausgabe sich unser College Crelle ein 
so grofses und bleibendes Verdienst, nicht nur um die Verbreitung, sondern 
auch um die Belebung des Studiums der Wissenschaft erworben hat. Jacobi, 
der zu den frühesten Mitarbeitern der Zeitschrift gehörte, ist ihr bis zu seinem 
Tode treu geblieben; und wenn man die beiden besondern Werke „Fund. 
nova” und „Canon arith.” ausnimmt, so sind fast alle seine andern Arbeiten 
zuerst im Crelleschen Journal erschienen. 

Jacobis erste Abhandlungen zeigen ihn schon als durchaus vollendeten 
Mathematiker, mag er nun, wie in den Aufsätzen „über @au/s neue Methode 
zur genährten Bestimmung der Integrale” und „über die Pfaffsche Methode 
für die Integration der partiellen Differentialgleichungen”, bekannte Theorieen 
aus einem neuen Gesichtspuncte betrachten und wesentlich vereinfachen, oder 
noch nicht gelösete Probleme behandeln und zu neuen Resultaten gelangen. 
Unter den Arbeiten der letzteren Art sind hier zwei besonders zu erwähnen: 
eine Abhandlung von wenigen Seiten, in der er eine bis dahin unbekannt ge- 
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bliebene Grund-Eigenschaft der merkwürdigen Function kennen lehrt. welche. 
von Legendre zuerst in die Wissenschaft eingeführt, in allen spätern allge- 
meinen Untersuchungen über die Anziehung eine so grofse Rolle gespielt hat: 
und eine andere „über die cubischen Reste.” Diese letztere enthält zwar 
nur Sätze ohne Beweise, aber diese Sätze sind der Art, dafs sie nicht das 
Ergebnifs der Induction sein können, und keinen Zweifel darüber lassen, dals 
Jacobi schon damals in dem wissenschaftlichen Gebiete, welches @aufs ein 
Virteljahrhundert früher der mathematischen Speeulation eröffnet halte und 
welches eben so sehr der höheren Algebra als der Theorie der Zahlen an- 
gehört, im Besitze neuer, fruchtbarer Prineipien sein mufste; was auch durch 
eine spätere Publication bestätigt wird, in der er ausdrücklich erwähnt, dafs 
er diese Prineipien schon damals @aufs brieflich mitgetheilt habe. 

Von der weitern Verfolgung dieses Gegenstandes wurde Jacohr zu 
jener Zeit durch eine andere Arbeit, seine Untersuchungen über die ellipli- 
schen Functionen abgezogen, welche ihm bald eine so grofse Berühmtheit 
verleihen und eine Stelle unter den ersten Mathemalikern der Zeit anwei- 
sen sollten. | 

Der junge Mathematiker, uer sich schon in so vielen Richtungen mil 
Erfolg versucht hatte, schien längere Zeit in der Theorie der elliptischen Func- 
tionen vom Glücke nicht begünstigt zu werden. Einer seiner Freunde, der 
ihn eines Tages auffallend verstimmt fand, erhielt auf die Frage nach dem 
Grunde dieser Verstimmung von ihm die Antwort: Sie sehen mich eben im 
Begriff, dieses Buch (Legendre’s Exercices etc.) auf die Bibliothek zurück- 
zuschicken, mit welchem ich entschiedenes Unglück habe. Wenn ich sons! 
ein bedeutendes Werk studirt habe, hat es mich immer zu eigenen Gedanken 
angeregt und ist dabei immer etwas für mich abgefallen. Diesmal bin ich ganz 
leer ausgegangen und nicht zum geringsten Einfalle inspirirt worden. 

Wenn die eignen Gedanken in diesem Fall etwas lange auf sich war- 
ten liefsen, so stellten sie sich dafür später um so reichlicher ein: so reich- 
lich, dafs sie, in Verbindung mit den gleichzeitigen Gedanken Abel’s, eine 
unerwartete Erweiterung und die völlige Umgestaltung eines der wichtigsten 
Zweige der Analysis zur Folge hatten. 

Indem der Fortschritt hier zu derselben Zeit von zwei verschiedenen 
Seiten ausging, wird es erforderlich, neben Jacobi’s Untersuchungen, der gleich- 
zeitigen Arbeiten Adels zu erwähnen. Im Ursprunge von einander unab- 
hängig, greifen die Entdeckungen beider später so in einander ein, dafs die 








198 15. Dirichlet, Gedächtnifsrede auf ©. G. J. Jacobi. 


Darstellung der einen ohne Berücksichtigung der andern kaum verständlich 
sein würde. 

Die Theorie der elliptischen Functionen, mit welcher Abel’s und Ja- 
cob?s Namen auf immer verbunden sind, reicht in ihren Anfängen nicht über 
die Mitte des vorigen Jahrhunderts zurück. Ein italienischer Mathematiker 
von ungewöhnlichem Scharfsinn, der Graf Fagnano aus dem Kirchenstaate, 
machte die merkwürdige Entdeckung, dafs das Integral welches den Bogen 
der Curve ausdrückt, welche damals die Mathematiker unter dem Namen 
Lemniscate vielfach beschäftigte, ähnliche Eigenschaften besitzt wie das ein- 
fachere Integral welches einen Kreisbogen darstellt, und dafs z. B. zwischen 
den Grenzen zweier Integrale dieser Art, deren eines dem doppelten Werthe 
des andern gleich ist, ein einfacher algebraischer Zusammenhang Statt findet, 
so dafs ein Lemniscatenbogen, wenn gleich eine Transcendente höherer Art, 
doch wie ein Kreisbogen durch geometrische Construction verdoppelt oder ge- 
hälftet werden kann. Kuler fand einige Jahre später die eigentliche Quelle 
dieser und anderer ähnlicher Eigenschaften, in einem Satze, der zu den schön- 
sten Bereicherungen gehört, welche die Wissenschaft diesem grofsen Forscher 
verdankt. Nach diesem Kulerschen Satze hängt ein gewisses Integral, welches 
allgemeiner ist als das von Fagnano betrachtete und in unserer jetzigen Ter- 
minologie elliptisches Integral der ersten Gatlung heifst, so von seiner Grenze 
ab. dafs zwei solche Integrale mit beliebigen Grenzen immer in ein drittes 
vereinigt werden können, dessen Grenzen eine einfache algebraische Verbin- 
dung der Grenzen jener ist; gerade so wie der Sinus eines zweitheiligen 
Bogens algebraisch aus den Sinus seiner Bestandtheile gebildet werden kann. 
Aber das elliptische Integral ist allgemeiner als dasjenige, ‘welches einen 
Kreisbogen ausdrückt. Auf die einfachste Form gebracht, hängt es nicht wie 
dieses blofs von seiner Grenze, sondern auch von einer andern in der Function 
enthaltenen Grölse, dem sogenannten Modul ab. Das Kulersche Theorem er- 
cab nur Beziehungen zwischen Integralen mit demselben Modul. Das erste 
Beispiel eines Zusammenhanges zwischen Integralen die sich durch ihre Mo- 
duln unterscheiden, bot eine spätere, von Lunden und in etwas anderer Form 
von Lagrange gemachte Entdeckung dar, nach welcher ein elliptisches In- 
tegral durch eine einfache algebraische Substitution in ein anderes Integral 
derselben Art verwandelt werden kann. 

Es ist Legendre’s unvergänglicher Ruhm, in den eben erwähnten Ent- 
deckungen die Keime eines wichtigen Zweiges der Analysis erkannt und 
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durch die Arbeit eines halben Lebens auf diesen Grundlagen eine selbstän- 
dige Theorie errichtet zu haben, welche alle Integrale umfaflst, in denen 
keine andere Irrationalität enthalten ist als eine Quadratwurzel, unter welcher 
die Veränderliche den 4ten Grad nicht übersteigt. Schon Euler hatte bemerkt. 
mit welchen Modificationen sein Satz auf solche Integrale ausgedehnt werden 
kann; Legendre, indem er von dem glücklichen Gedanken ausging, alle diese 
Integrale auf feste canonische Formen zurückzuführen, gelangte zu der für die 
Ausbildung der Theorie so wichtig gewordenen Erkenntnils, dafs sie in drei 
wesentlich verschiedene Gattungen zerfallen. Indem er dann jede Gattung 
einer sorgfältigen Untersuchung unterwarf, entdeckte er viele ihrer wichtigsten 
Eigenschaiten, von welchen namentlich die, welche der dritten Gattung zu- 
kommen, sehr verborgen und ungemein schwer zugänglich waren. Nur durch 
die ausdauernste Beharrlichkeit, die den grofsen Mathematiker immer von neuem 
auf den Gegenstand zurückkommen liefs, gelang es ihm hier, Schwierigkeiten 
zu besiegen, welche mit den Hülfsmitieln, die ihm zu Gebote standen, kaum 
überwindlich scheinen mufsten. 

Die Theorie, wie Abel und Jacob: sie vorfanden, bot mehrere höchst 
räthselhafte Erscheinungen dar, zu deren Aufklärung die damals bekannten 
Principien nicht ausreichten. So hatte man, um nur einer dieser Erschei- 
nungen zu erwähnen, gefunden, dafs der Grad der mit Hülfe des Kuler- 
schen Satzes gebildeten Gleichung, von deren Lösung die Theilung des ellipti- 
schen Integrals abhängt, nicht wie in der analogen Frage der Kreistheilung, 
der Anzahl der Theile, sondern dem Quadrate dieser Anzahl gleich ist. Die 
Bedeutung der reellen Wurzeln, deren Anzahl mit jener übereinstimmt, war 
leicht ersichtlich, wogegen die zahlreichern imaginären ganz unerklärlich er- 
scheinen mufsten. Aber dafs hier ein Geheimnils verborgen liege, darüber 
hatte man vor Adel und Jacobi kein Bewulstsein; und ihnen war es vor- 
behalten, sich zuerst über diese und ähnliche Erscheinungen zu wundern; 
was in der Mathematik, wie in anderen Gebieten, oft schon eine halbe Ent- 
deckung ist. 

Obgleich die Umgestaltung der Theorie der elliptischen Functionen, 
welche man Adel und Jacobi verdankt, aus dem Zusammenwirken mehrerer 
sich gegenseitig unterstützender Gedanken hervorgegangen ist, so scheint 
doch zweien dieser Gedanken die gröfste Wichtigkeit zugeschrieben werden 
zu müssen, weil sie alle Theile der neuen Theorie innig durchdringen. Wäh- 
rend die früheren Bearbeiter dieses Gegenstandes das elliptische Integral der 
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ersten Galtung als eine Function seiner Grenze ansahen, erkannten Adel und 
Jacobi, unabhängig von einander, wenn auch der erstere einige Monate frü- 
her. die Nothwendigkeit, die Betrachtungsweise umzukehren, und die Grenze, 
nebst zwei einfachen von ihr abhängigen Gröfsen, die so unzertrennlich mit 
ihr verbunden sind wie der Sinus zum Cosinus gehört, als Functionen des 
Integrals zu behandeln; gerade wie man schon früher zur Erkenntnils der 
wichtigsten Eigenschaften der vom Kreise abhängigen Transcendenten gelangt 
war, indem man den Sinus und Cosinus als Functionen des Bogens, und nicht 
diesen als eine Function von jenen betrachtete. 

Ein zweiter, Abel und Jacobt gemeinsamer Gedanke, der Gedanke 
das Imaginäre in diese Theorie einzuführen, war von noch grölserer Bedeu- 
tung; und Jucobi hat es später oft wiederholt, dafs die Einführung des Ima- 
ginären allein alle Räthsel der früheren Theorie gelöset habe. Wäre es nicht 
eine so alte Erfahrung, dafs das nahe Liegende sich fast immer zuletzt dar- 
bietet. so würde man es auffallend finden müssen, dafs dieser Gedanke Kuler 
entgangen ist, zu dessen frühesten und schönsten Leistungen es gehört, die 
Theorie der Kreisfunctionen, indem er diese als imaginäre Exponentialgröfsen 
behandelte, in solchem Grade vereinfacht und erweitert zu haben, dafs fast 
das ganze Gebiet der Analysis eine wesentliche Umgestaltung dadurch erfuhr. 

Indem Abel und Jacob: in die vorhin erwähnten, durch Umkehrung 
aus dem elliplischen Integral der ersten Gattung gebildeten Functionen, welche 
nach unserer jetzigen Terminologie ausschliefslich elliptische Functionen ge- 
nannt werden, das Imaginäre einführten, erkannten sie, dafs diese Funclionen 
gleichzeilig an der Natur der Kreisfunctionen und an der der Exponential- 
gröfsen Theil haben, und dafs, während jene nur für reelle, diese nur für 
imaginäre Werthe des Arguments periodisch sind, die ellipliischen Functionen 
beide Arten der Periodicität in sich vereinigen. 

Durch den Besitz dieser Grundgedanken auf einen neuen Boden ge- 
stellt. richteten Adel und Jacob? ihre Untersuchungen auf zwei verschiedene 
Regionen der Theorie. Adel’s Thätigkeit wandte sich den Problemen zu, 
weiche die Vervielfältigung und Theilung der elliptischen Integrale betreffen; 
und indem er mit Hülfe des Princips der doppelten Periode in die Natur der 
Wurzeln der Gleichung von welcher die Theilung abhängt, tief eindrang, ge- 
langte er zu der ganz unerwarteten Entdeckung, dafs die allgemeine Theilung 
des elliptischen Integrals mit beliebiger Grenze immer algebraisch, d.h. durch 
blofse Wurzel-Ausziehung bewerkstelligt werden kann, sobald die besondere 
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Theilung der sogenannten vollständigen Integrale als schon ausgeführt voraus- 
gesetzt wird. Die eben genannte besondere Theilung scheint nur für specielle 
Moduln möglich, unter welchen derjenige der einfachste ist, dem die Lemniscale 
entspricht. Indem er die Lösung des Problems für diesen Fall durchführte 
zeigte er dafs die Theilung der ganzen Lemniscate der Kreistheilung völlig 
analog ist und in denselben Fällen durch geometrische Construction geleistet 
werden kann, in welchen, nach der schönen, 25 Jahre früher von @aufs geoe- 
benen Theorie, der Kreis eine solche Theilung zuläfst. 

An diese letztere Arbeit Adels knüpft sich eine erwähnenswerthe 
historische Merkwürdigkeit. In der Einleitung zum letzien Abschnilte der 
„Disy. arıth””, welcher der Kreistheilung gewidmet ist, hatte @aufs im Vor- 
beigehen bemerkt, dafs dasselbe Princip, worauf seine Kreistheilung beruht. 
auch auf die Theilung der Lemniscate anwendbar sei; und in der That lieg! 
das @aufsische Princip, nach welchem die Wurzeln der zu lösenden Glei- 
chung so in einen Cyelus zu bringen sind, dafs jede von der vorhergehen- 
den auf dieselbe Weise abhängt, der Abhandlung Abel’s über die Theilung 
der Lemniscate wesentlich zu Grunde. Wenn aber für die Kreistheilung längst 
bekannte Eigenschaften der trigonometrischen Funclionen genüglen, um die 
Wurzeln dem Gaufsischen Principe gemäls zu ordnen, so war für den Fall 
der Lemniscate, zu einer ähnlichen Anordnung, ja um nur die Möglichkeit 
einer solchen zu erkennen, eine Einsicht in die Natur der Wurzeln erfor- 
derlich, welche nur das Princip der doppelten Periodieität gewähren konnte. 
Die vorhin erwähnte Äufserung ist also durch Abel’s Abhandlung zu einem 
unwidersprechlichen Zeugnisse geworden, dals Gaufs, seiner Zeit weit vor- 
auseilend, schon zu Anfange des Jahrhunderts das Princip der doppelten Pe- 
riode erkannt hatte. Dieses Zeugnifs ist jedoch erst durch die spätere Arbeit 
Abel’s verständlich geworden, und thut daher seinem und Jacob?'s Anrecht 
an diese Erfindung keinen Abbruch. 

Aufser den schon erwähnten, auf die Theilung bezüglichen Resultaten 
hatten Abel’s Untersuchungen noch eine andere, nicht weniger wichtige Ent- 
deckung zur Folge. Indem er in den Formeln. durch welche er die ellipti- 
schen Funclionen eines vielfachen Arguments durch die Functionen des ein- 
fachen dargestellt hatte, den Multiplicator unendlich werden liefs, erhielt er 
merkwürdige Ausdrücke für die ellipliischen Functionen in Form von unend- 
lichen Reihen, so wie von Quotienten unendlicher Producte: eine Entdeckung 
welche für die Analysis vielleicht von noch gröfserer Bedeutung ist als die 
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von Abel nachgewiesene algebraische Lösbarkeit der Gleichungen für die 
Theilung. 

Zu derselben Zeit, als Abel diese schönen Untersuchungen ausführte, 
war Jacobi in einem andern Theile desselben Gebietes nicht weniger erfolg- 
reich beschäftigt. Die oben erwähnte Substitution, durch welche ein ellipti- 
sches Integral in ein Integral von derselben Form übergeht, war bis dahin die 
einzige ihrer Art. Zwar hatte Legendre, nicht lange vor der Zeit wo Jacobi 
sich diesem Gregenstande zuwandte, eine zweite Transformation der elliptischen 
Integrale aufgefunden, aber diese zweite Transformation, mit welcher er den 
Gegenstand für abgeschlossen hielt, war damals in Deutschland noch nicht 
bekannt, und es gehörte daher ein seltener Scharfsinn dazu, aus eenemn sicht- 
baren Ringe auf das Vorhandensein einer unendlichen Kette zu schliefsen, und 
eine eben so grofse Kühnheit, sich die Erkenntnifs der Natur dieser Kette 
als Aufgabe zu stellen. 

Eine glückliche Induclion, bei welcher der feine und ganz neue Ge- 
danke eine wesentliche Rolle spielte, die Transformation und die Multiplication 
aus einem gemeinschaftlichen Gesichtspuncte und letztere als einen speciellen 
Fall der erstern zu betrachten, leitete Jacob: auf die Vermuthung, dafs ratio- 
nale Functionen jedes Grades geeignet seien, ein elliptlisches Integral in ein 
Integral von derselben Form zu verwandeln. Diese Vermuthung bestätigte sich 
sogleich, indem sich ergab, dafs die Anzahl der willkührlichen Coöfficienten, 
über welche man für jeden Grad zu verfügen hatie, ausreichte, um allen Be- 
dingungen zu genügen, welche zu erfüllen waren, wenn das transformirte 
Integral der Form nach mit dem ursprünglichen übereinstimmen sollte. Aber 
wenn auch eine so einfache Betrachtungsweise über die Möglichkeit der Sache 
kaum einen Zweifel lassen konnte, so war noch ein grofser Schritt zu thun, 
um die innere analytische Natur der zur Transformation geeigneten gebrochenen 
Ausdrücke zu erkennen. Von welcher Art die hierbei zu besiegenden Schwie- 
rigkeiten waren, und durch welche geistreiche Betrachtungen Jacob: diese 
überwand, kann hier nicht ausgeführt werden; eben so wenig als es mir ge- 
stattet ist, alle wichtige Folgerungen aufzuzählen, die sich aus dem vollständig 
gelöseten Problem ergaben. Ich erwähne nur des merkwürdigen Ergebnisses 
dieser Untersuchung: dafs die Multiplication immer aus zwei Transformationen 


zusammengesetzt werden kann. 
Indem Adel und Jacob: so die Theorie gleichzeitig in zwei verschie- 
denen Richtungen vervollkommneten, schien es als habe das Schicksal die 
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Ehre des zu vollbringenden Fortschritts gleichmäfsig unter die jungen Wett- 
kämpfer vertheilen wollen; denn die Art, wie bald darauf Einer die Erfindung 
des Andern weiterführte, liefs keinen Zweifel, dafs jeder von ihnen. wäre 
ihm der andere nicht in einem Theile der Arbeit zuvorgekommen, den gan- 
zen Fortschritt allein vollbracht haben würde. 

Jacobi war in seinen Untersuchungen von der Annahme ausgegangen. 
dafs bei der Transformation die ursprüngliche Variable rational durch die neue 
ausgedrückt sei. Adel behandelte das Problem in der weitern Voraussetzung. 
dafs zwischen beiden irgend eine algebraische Gleichung Statt finde, und ge- 
langte zu dem Resultate, dafs das so verallgemeinerte Problem immer auf den 
Fall zurückgeführt werden kann, den Jacobi so vollständig behandelt hatte. 

Nicht minder erfolgreich griff Jacobi in die von Abel gegebene Theorie 
der allgemeinen Theilung ein. Die Art, wie Abel das Problem gelöset hatte. 
zeigte zwar, dafs die Wurzeln immer algebraisch ausdrückbar sind, erforderte 
aber zur wirklichen Darstellung derselben die Bildung von gewissen symme- 
trischen Wurzelverbindungen, die nur in jedem besondern Falle bewerkstelligt 
werden konnte. Aus einem neuen Principe, welches bald näher zu erwähnen 
sein wird, leitete Jacobi die schliefslichen, für jeden Grad geltenden und un- 
mittelbar aus den Daten des Problems gebildeten Ausdrücke der Wurzeln ab; 
welche Ausdrücke überdies vor den Abelschen eine gröfsere Einfachheit ihrer 
Form voraus haben. Als Jacob: das Resultat dieser Arbeit in einer kurzen 
Notiz bekannt machte, hoffte er Abel durch die Vervollkommnung der Lösung 
des Theilproblems in Verwunderung zu setzen; aber diese Hoffnung blieb un- 
erfüllt. — Abel war eben gestorben, kaum 27 Jahre alt, weniger als zwei 
Jahre nach der Bekanntmachung seiner ersten Arbeiten über die elliptischen 
Functionen. Ein so frühes Ziel hatte der Tod der glänzenden Laufbahn die- 
ses tiefsinnigen und umfassenden Geistes gesetzt. 

Jacob?’s weitere Untersuchungen über die elliptischen Transcendenten. 
wie auch die zuletzt erwähnte, sind aus einem Gedanken hervorgegangen, 
dem man wegen der Folgen, die er gehabt, vielleicht die erste Stelle unter 
seinen Conceptionen einräumen mufs. Es war dies der Gedanke, die unend- 
lichen Producte, durch deren Quotienten Abel die elliptischen Functionen aus- 
gedrückt hatte, als selbständige Transcendenten in die Analysis einzuführen. 
Als es ihm gelungen war, diese Producte, die übrigens alle von derselben 
Natur und als besondere Fälle einer Transcendente anzusehen sind, in Rei- 


henform darzustellen, erkannte er eine Function, welche sich französischen 
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Mathemalikern schon in Untersuchungen der mathematischen Physik dargebo- 
ten hatte; wo sie aber wenig beachtet und nur eine ihrer Eigenschaften be- 
merkt worden war. Jacobi unterwarf sie einer tief eindringenden Unter- 
suchung, erforschte ihre analytische Natur und führte sie dann in die Theorie 
der Integrale der 2ten und 3ten Gallung ein; was nicht nur die Erkenntnifs 
des innern Zusammenhanges schon bekannter, isolirt stehender Eigenschaften 
dieser Integrale, sondern auch die wichtige Entdeckung zur Folge hatte, dafs 
die Integrale der dritten Gattung, welche von drei Elementen abhangen, ver- 
mittels der neuen Transcendente, welche deren nur zwei enthält, ausgedrückt 
werden können. 

3ei der spätern Darstellung der ganzen Theorie, wie Jacobi sie in 
seinen Vorlesungen zu geben pflegte, bildet die Betrachtung der erwähnten 
Function den Ausgangspunet. Die ganze Lehre gewinnt dadurch nicht nur 
einen überraschenden Grad von Einfachheit und Durchsichtigkeit, sondern die- 
ser umgekehrte Gang ist auch dadurch bemerkenswerth, dafs er für andere, 
später zu erwähnende Untersuchungen das Vorbild geworden ist. 

Bedenkt man, dafs die neue Function jetzt das ganze Gebiet der ellip- 
tischen Transcendenten beherrscht, dafs Jacob? aus ihren Eigenschaften wich- 
tige Theoreme der höhern Arithmetik abgeleitet hat, und dafs sie eine 
wesentliche Rolle in vielen Anwendungen spielt, von welchen hier nur die 
vermitlels dieser Transcendente gegebene Darstellung der Rotationsbewegung 
erwähnt werden mag, welche eine von Jacobi’s letzten und schönsten Ar- 
beiten ist, so wird man dieser Function die nächste Stelle nach den längst 
in die Wissenschaft aufgenommenen Elementartranscendenten einräumen müssen. 
Auffallender Weise hat eine so wichtige Function noch keinen andern Namen, 
als den der Transcendente ©, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie 
zuerst bei ‚Jacob? erscheint; und die Mathematiker würden nur eine Pflicht 
der Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten, ihr Jacob?’s Namen bei- 
zulegen, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen schönsten Ent- 
deckungen es gehört, die innere Natur und hohe Bedeutung dieser Transcen- 
dente zuerst erkannt zu haben. 

Abel’s oben erwähnte Arbeiten sind nicht die einzige Leistung ersten 
Ranges dieses hervorragenden Mathematikers; sie sind nicht einmal die be- 
deutendste seiner Leistungen. Seine gröfste Entdeckung hat er in einem 
Satze niedergelegt, welcher seinen Namen führt und ganz das Gepräge 
seines aufserordentlichen Geistes trägt, dessen characteristische Eigenschaft 
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es war, die Fragen der Wissenschaft in der umfassendsten Allgemeinheit zu 
behandeln. 

Das schon oben bezeichnete Eulersche Theorem — ich rede hier 
von demselben als Princip, nicht von den daraus gezogenen Folgerungen, die 
sich täglich weiter erstreckten — bildete damals auf dem Gebiete, dem es an- 
gehört, die Grenze der Wissenschaft, über welche hinauszugehen Euler selbst, 
Lagrange und andere Vorgänger Abel’s, sich vergebens bemüht halten. 
Welche Bewunderung mufste daher eine Entdeckung hervorrufen, welche, die 
Integrale aller algebraischen Functionen umfassend, die Grundeigenschaft der- 
selben enthüllte. 

Legendre nennt das Abelsche Theorem ein monumentum aere peren- 
nius, und Jacobi bezeichnet denselben Satz, „wie er in einfacher Gestalt 
und ohne Apparat von Calcul den tiefsten und umfassendsten mathematischen 
Gedanken ausspreche, als die gröfste mathematische Entdeckung unserer Zeit, 
obgleich erst eine künftige, vielleicht späte grofse Arbeit ihre ganze Bedeu- 
tung aufweisen könne,” 

Diese Arbeit hat bereits begonnen, und Jacob: selbst hat daran den 
wesentlichsten Antheil gehabt. 

Der nahe liegende Versuch, die umgekehrten Functionen der Abel- 
schen Integrale auf dieselbe Weise, wie es bei den elliptischen mit so gro- 
fsem Erfolge geschehen war, in die Analysis einzuführen, erwies sich bald 
als unausführbar, und verwickelte in unauflöslichen Widerspruch; denn Jacob? 
erkannte sogleich, dafs diese umgekehrten Functionen vier- oder mehrfach 
periodisch sein müfsten, während doch eine analytische Function, wenn sie 
wie die elliptiischen und Kreisfunctionen einwerthig, und wo sie nicht unend- 
lich wird, stetig sein soll, nur zwei Perioden zuläfst. Es bedurfte also hier 
eines neuen, verborgenen Gedankens, wenn das Adelsche Theorem nicht un- 
fruchtbar bleiben, wenn es die Basis einer grofsen analytischen Theorie 
werden sollte. 

Nachdem Jacobi mehrere Jahre hindurch den Gegenstand nach allen 
Seiten erwogen hatte, fand er endlich die Lösung des Räthsels darin, dafs 
hier gleichzeitig vier oder mehr Integrale zu betrachten und aus ihnen durch 
Umkehrung zwei oder mehr Functionen von eben so vielen Argumenten zu 
bilden sind. Diese Divination machte er in einer Abhandlung von 10 Seiten 
bekannt, der zwei Jahre später eine umfangreichere folgte, in welcher die ana- 
Iytische Natur dieser umgekehrten Function im hellsten Lichte erschien. 








206 15. Dirichlet, Gedächtnifsrede auf Ü. G. J. Jacobi. 


Gehört auch die später gefundene Darstellung dieser Functionen nicht 
Jacobi, sondern zwei jüngern Mathematikern von ungewöhnlichem Talente, 
so mufs ich doch auch dieses wichtigen Fortschrittes hier insofern erwäh- 
nen. als Jacob?’s Einflufs unverkennbar darin hervortritt. @oepel und Rosen- 
hain haben beide, Jacobes oben erwähnte zweite Behandlung der Theorie 
der elliplischen Funclionen zum Vorbilde nehmend, ihren schönen Arbeiten 
die Betrachtung von unendlichen Reihen zu Grunde gelegt, deren Bildungs- 
geseiz allgemeiner, aber von derselben Art wie das der Reihe ist, durch welche 
die Jacobische Function ausgedrückt wird. 

Obgleich ich mich bei der eben gegebenen Darstellung von Jacob?s 
Entdeckungen im Gebiete der elliptischen und Adelschen Transcendenten auf 
das Wesentlichste beschränkt habe, so ist dieselbe dennoch zu einem Umfange 
angewachsen, der mich zwingt, die noch zu erwähnenden Leistungen Jacobs 
hier in eine kurze Übersicht zusammenzufassen, aus welcher ich viele Arbeiten, 
welche nur einzelne Fragen betreffen und das Detail der Wissenschaft ver- 
vollkommnet haben, ausschliefsen mufs. 

Schon oben ist von Jacob?s Untersuchungen über die Kreistheilung 
und die Anwendungen derselben auf die höhere Arithmetik, als zu seinen 
frühesten Arbeiten gehörend, die Rede gewesen. Bei diesen Untersuchungen, 
denen er die Form zum Grunde legte, welche die zuerst von Gaufs gege- 
bene Auflösung der zweigliedrigen Gleichungen später durch Lagrange er- 
halten halte, traf er in einigen Resultaten mit dem grofsen Mathematiker Cauchy 
zusammen, der zu derselben Zeit mit ähnlichen Forschungen beschäftigt war 
und dieses Umstandes erwähnte, als er während Jacobes ersten Aufenthalts 
in Paris seine Arbeiten im Auszuge veröffentlichte. 

Aus einem schönen, aus der Kreistheilung abgeleiteten Satze, auf den 
auch Cauchy gekommen war und nach welchem alle Primzahlen, die bei der 
Division durch eine gegebene Primzahl oder das Vierfache derselben die Ein- 
heit zum Reste lassen, auf eine bestimmte Potenz erhoben, deren Exponent 
blofs von der letzteren Primzahl abhängt, durch die sogenannte quadratische 
Hauptform dargestellt werden, welche die negativ genommene gegebene Prim- 
zahl zur Determinante hat, schöpfte Jacob? die Vermuthung, dafs jener Ex- 
ponent mit der Anzahl der von einander verschiedenen quadratischen For- 
men übereinstimmen müsse, welche der erwähnten Determinante entsprechen. 
Da sich diese Vermuthung in allen numerischen Beispielen bestätigte, so trug 
er kein Bedenken, diese Bemerkung in einer kurzen Notiz zu veröffentlichen. 
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Ich glaube den bisher unbekannt gebliebenen Ursprung dieses Resultats nach 
Jacobts mündlicher Mittheilung als ein merkwürdiges Beispiel scharfsinniger 
Induetion hier erwähnen zu müssen, obgleich der strenge Beweis desselben 
nicht auf die Kreistheilung gegründet werden zu können, sondern wesentlich 
verschiedene, der Integralrechnung und der Reihenlehre entnommene Prinei- 
pien zu erfordern scheint, die erst später in die Wissenschaft eingeführt 
worden sind. 

Die im Jahre 1832 erschienene zweite Abhandlung von @aufs über 
die biquadratischen Reste, die durch den tiefsinnigen Gedanken, complexe 
ganze Zahlen in der höhern Aritimelik gerade so wie reelle zu behandeln. 
und durch das darin aufgestellte Reciprocitätsgesetz Epoche macht, welches 
in der Theorie der biquadratischen Reste zwischen zwei complexen Prim- 
zahlen Statt findet, gab Jacobi Veranlassung, seine frühern Untersuchungen 
wieder aufzunehmen; und es gelang ihm, den erwähnten schönen Satz von 
Gaufs und einen ähnlichen, welcher sich auf die cubischen Reste bezieht. 
mit grofser Einfachheit aus der Kreistheilung abzuleiten. 

Obgleich Jacob: die eben angeführten Untersuchungen und andere da- 
mit zusammenhängende, die ich nicht einmal andeutungsweise bezeichnen kann. 
in den Jahren 1836-39 vollständig niedergeschrieben hat, so ist er doch 
nie dazu gekommen, sie durch den Druck zu veröffentlichen. Seine Zögerung 
entsprang aus dem Wunsche, einigen seiner Resultate eine gröfsere Ausdeh- 
nung zu geben; wozu er, von so vielen andern Arbeiten in Anspruch ge- 
nommen, die nöthige Mufse nicht gefunden hat. Ein Theil seiner Forschungen, 
und namentlich die schon erwähnten Beweise der Reciprocitälssätze sind je- 
doch einigen deutschen Mathematikern durch Nachschriften der Vorlesungen 
bekannt geworden, welche er im Winter 1836-37 in Königsberg über die 
Kreistheilung und deren Anwendung auf die Theorie der Zahlen gehalten hat. 

Eine andere höchst ergiebige Quelle für die höhere Arithmetik hat 
Jacobi in der Theorie der elliptischen Functionen entdeckt, aus welcher er 
schöne Sätze über die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl in 2, 4, 6 und & 
Quadrate, so wie andere über solche Zahlen abgeleitet hat, welche gleich- 
zeitig in mehreren quadratischen Formen enthalten sind. Diese wichtigen 
Bereicherungen der Wissenschaft sind eine Frucht der oben erwähnten Ein- 
führung der Jacobischen Function in die Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten. 
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Jacob: hat sich wiederholt mit der Reduction und Werthbestimmung 
doppelter und vielfacher Integrale beschäftigt. Ich erwähne hier besonders 
der einfachen Methode, durch welche er die Bestimmung der Oberfläche eines 
ungleichaxigen Ellipsoids auf elliptische Integrale von der ersten und zweiten 
Gattung zurückführt; welche Zurückführung Legendre, zu dessen schönsten 
Leistungen sie gehört, nur mit Hülfe sehr verborgener Eigenschaften der In- 
tegrale der dritten Gattung gelungen war. In einer andern hierher gehörigen 
Abhandlung hat Jacobi das Kulersche Additionstheorem auf doppelte Integrale 
ausgedehnt, und bald darauf bemerkt, wie auch der Adelsche Satz einer ähn- 
lichen Erweiterung fähig sei. 

Von Jacobe’s Arbeiten über das eben genannte Capitel der Integral- 
rechnung ist nur ein Theil veröffentlicht worden. Eine grofse Abhandlung, 
welche die Attraction der Ellipsoiden zum Gegenstande hat, obgleich seit langer 
Zeit beinahe vollendet, ist bisher ungedruckt geblieben, und nur durch einige 
velegentliche Nolizen bekannt geworden. Als er sich mit dem erwähnten 
Problem beschäftigte, kam er auch auf den schönen, von Poisson um dieselbe 
Zeit gefundenen Satz, nach welchem die Anziehung, welche eine unendlich 
dünne, von zwei concentrischen, ähnlichen und ähnlich-liegenden ellipsoidischen 
Flächen begrenzte Schale auf einen Punct im äufseren Raume ausübt, ohne 
Integralzeichen dargestellt werden kann. Jacob: hat dieses Umstandes nie 
öffentlich Erwähnung gethan, obgleich er sich dabei auf das Zeugnifs mehrerer 
Mathematiker hätte berufen können, denen er den Satz mitgetheilt hatte, ehe 
die erste Anzeige der Porssonschen Abhandlung erschienen war. 

Mit den eben besprochenen Untersuchungen hängt eine andere Arbeit 
Jacobi's zusammen, die wegen ihres überraschenden Resultats hier nicht 
unerwähnt bleiben darf. Maclaurin hat bekanntlich zuerst gezeigt, dafs eine 
homogene flüssige Masse mit Beibehaltung ihrer äufsern Gestalt sich gleich- 
föürmig um eine feste Axe drehen kann, wenn diese Gestalt die eines Ro- 
tationsellipsoids ist; und dieses schöne Resultat ist später von d’Alembert 
und Zaplace durch den Nachweis vervollständigt worden, dafs jedem Wertihe 
der Winkelgeschwindigkeit, wenn dieser unter einer gewissen Grenze liegt, 
zwei, und nur zwei solche Ellipsoiden entsprechen. Luyrange scheint zuerst 
an die Möglichkeit gedacht zu haben, dafs auch ein ungleichaxiges Ellipsoid 
den Bedingungen der Permanenz genügen könne; wenigstens geht dieser grofse 
Mathematiker in seiner analytischen Mechanik bei Behandlung dieser Frage 
von Formeln aus. welche für ein beliebiges Ellipsoid gelten. Indem er aber 
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so zu zwei zu erfüllenden Gleichungen gelangt, in welchen die beiden Äqua- 
torialaxen auf eine symmetrische Weise enthalten sind, zieht er aus dieser 
Symmetrie den Schlufs, dafs jene Axen gleich sein müssen, während doch 
nur daraus folgt, dafs sie gleich sein können, wo dann beide Gleichungen 
in eine und mit der von Maclaurin zuerst aufgestellien und von d’Alember! 
und Laplace discutirten zusammenfallen. 

Der Verfasser eines bekannten Lehrbuchs, der in der Darstellung 
dieses Gegenstandes Lagrange gefolgt ist, und den eben erwähnten über- 
eilten Schlufs mit dem Worte „nothwendig” begleitet, erregte zuerst Jacobis 
Verdacht. welcher bei genauerer Betrachtung jener zwei Gleichungen, zu seiner, 
und gewifs aller Mathematiker grofsen Überraschung bald fand, dafs auch ein 
ungleichaxiges Ellipsoid den Bedingungen des Gleichgewichts genügen kann. 

Der Veranlassung, welche Jacobi in seinen Untersuchungen über die 
Attraction der Ellipsoiden fand, sich mit den Flächen zweiten Grades zu be- 
schäftigen, verdankt man die Kenntnifs mehrerer interessanter Eigenschaften, 
und einer höchst eleganten Erzeugungsweise dieser Flächen. Die mir ge- 
stellten Grenzen zwingen mich, mich auf diese Andeutung zu beschränken, 
und Jacobi's übrige, der Geometrie gewidmeten Arbeiten nur dem Gegen- 
stand nach zu bezeichnen. Ich nenne daher nur die Abhandlung über ein 
Problem der Elementargeometrie, welches vor ihm nur in speciellen Fällen 
behandelt worden war, und dessen vollständige Lösung er aus der Theorie 
der elliptischen Transcendenten ableitet; seine Untersuchungen über die An- 
zahl der Doppeltangenten algebraischer Curven, und einige kleinere Aufsätze. 
in welchen er Sätze über die Krümmung der Flächen und kürzesten Linien 
mit grolser Einfachheit auf rein synthetischem Wege beweiset. 

Zu Jacobt’s wichtigsten Untersuchungen gehören diejenigen über die 
analytische Mechanik. Hamilton hatte die interessante Entdeckung gemacht. 
dafs die Integration der Differentialgleichungen der Mechanik sich immer auf 
die Lösung von zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückführen 
läfst; aber diese Entdeckung war, wie merkwürdig sie auch erscheinen mufste. 
völlig unfruchtbar geblieben. bis Jacob: sie von einer unnölhigen Complication 
befreite, indem er zeigte, dafs die zu findende Lösung nur einer der beiden 
partiellen Differentialgleichungen zu genügen braucht. Indem er vermittels 
der so vereinfachten Theorie, um nur eine der zahlreichen Anwendungen an- 
zuführen, das noch ungelösete Problem behandelte, die geodätische Linie auf 
dem ungleichaxigen Ellipsoid zu bestimmen, gelang es ihm, mit Hülfe eines 
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analytischen Instruments, welches sich schon früher in seinen Händen als sehr 
wirksam gezeigt halte und jetzt unter dem Namen der elliptischen Coordinaten 
allgemein bekannt ist, die partielle Differentialgleichung zu integriren, und so 
die Gleichung der geodätischen Linie in Form einer Relation zwischen zwei 
Abelschen Integralen darzustellen. Diese Jacobische Entdeckung ist die Grund- 
lage eines der schönsten Capitel der höhern Geometrie geworden, welches 
deutsche, französische und englische Mathematiker wetteifernd ausgebildet haben. 

Durch den oben erwähnten Zusammenhang zwischen einem Systeme 
von gewöhnlichen Dilferentialgleichungen und eöner partiellen Differentialglei- 
chung wurde er, die Sache in umgekehrter Ordnung betrachtend, zur Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, mit welcher er sich schon 
in einer seiner frühesten Abhandlungen über die Pfaffsche Methode beschäf- 
tigt hatte, und gelangte jetzt zu dem Resultate, dafs von der ganzen Reihe 
von Systemen, deren successive Integration Pfaff fordert, die Behandlung 
des ersten alle übrigen überflüssig macht, dafs also schon der erste Schritt 
der früheren Methode vollständig zum Ziele führt. 

Einen ähnlichen Charakter hat die Vervollkommnung, welche die Va- 
riationsrechnung Jacob? verdankt. Während zur Existenz eines Maximum’s 
oder Minimum’s das Verschwinden der ersten Variation nothwendig ist, so 
ist diese Bedingung allein nicht wusreichend, und erst die Beschaffenheit der 
zweiten Variation entscheidet, ob ein Maximum, oder ein Minimum, oder keines 
von beiden stattfindet. Zufolge der Theorie, wie sie Jacob: vorfand, waren 
nach den Integralionen, die durch das Verschwinden der ersten Variation ge- 
fordert werden, neue Integrationen zu leisten, um die zweite Variation zu 
diseutiren; Jacobe zeigte, dals die ersteren die letzteren involviren, so dafs 
also auch hier die vollständige Lösung der Aufgabe bereits mit der Vollendung 
des ersten Schrittes gegeben ist. 

Wenn es die immer mehr hervortretende Tendenz der neuern Ana- 
Ivsis ist, Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen, so giebt es doch 
gewisse Gebiete in denen die Rechnung ihr Recht behält. Jacobi, der jene 
Tendenz so wesentlich gefördert hat, leistete vermöge seiner Meisterschaft 
in der Technik auch in diesen Gebieten Bewundernswürdiges. Dahin gehören 
seine Ahandlungen über die Transformation homogener Functionen zwei- 
ten Grades; über Elimination; über die simultanen Werthe, welche einer An- 
zahl von algebraischen Gleichungen genügen; über die Umkehrung der Reihen, 
und über die Theorie der Determinanten. In dem letztgenannten Capitel ver- 
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dankt man ihm eine ausgebildete Theorie der von ihm mit dem Namen der 
Functional-Determinanten bezeichneten Ausdrücke. Indem er die Analogie 
dieser Ausdrücke mit den Differentialquotienten weit verfolgte, gelangte er zu 
einem allgemeinen Principe, welches er das Princip des letzten Multiplicators 
nannte, und welches bei fast allen, in den Anwendungen vorkommenden In- 
tegrationsproblemen die letzte Integration zu bewerkstelligen das Mittel giebt. 
indem es den dazu erforderlichen integrirenden Factor a prior: angiebt. 

Der Einflufs welchen Jacob? auf die Fortschritte der Wissenschaft 
geübt hat, würde nur unvollständig hervortreten, wenn ich nicht seiner Thätig- 
keit als öffentlicher Lehrer Erwähnung thäte. Es war nicht seine Sache, 
Ferliges und Überliefertes von neuem zu überliefern; seine Vorlesungen be- 
wegten sich sämmtlich aufserhalb des Gebiets der Lehrbücher, und umfafsten 
nur diejenigen Theile der Wissenschaft. in denen er selbst schaffend aufge- 
treten war; und dafs hiefs bei ihm, sie boten die reichste Fülle der Ab- 
wechselung. Seine Vorträge zeichneten sich nicht durch diejenige Deutlichkeit 
aus, welche auch’ der geistigen Armuth oft zu Theil wird, sondern durch eine 
Klarheit höherer Art. Er suchte vor Allem die leitenden Gedanken, welche 
jeder Theorie zu Grunde liegen, darzustellen; und indem er Alles was den 
Schein der Künstlichkeit an sich trug entfernte, entwickelte sich die Lösung 
der Probleme so naturgemäfs vor seinen Zuhörern, dafs diese Ähnliches 
schaffen zu können die Hoffnung fassen durften. Wie er die schwierigsten 
Gegenstände zu behandeln wufste, konnte er seine Zuhörer mit Recht durch 
die Versicherung ermuthigen, dafs sie in seinen Vorlesungen sich nur ganz 
einfache Gedanken anzueignen haben würden. 

Der Erfolg einer so ungewöhnlichen Lehrart, wie ich sie eben ge- 
schildert habe und wie sie nur einem schöpferischen Geiste zu Gebote steht, 
war wahrhaft aufserordentlich. Wenn jetzt in Deutschland die Kenntnils der 
Methoden der Analysis in einem Grade verbreitet ist wie zu keiner frühern 
Zeit, wenn zahlreiche jüngere Mathematiker die Wissenschaft nach allen 
Richtungen erweitern und bereichern: so hat Jacob? an einer so erfreulichen 
Erscheinung den wesentlichsten Antheil. Fast alle sind seine Schüler ge- 
wesen; selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksamkeit entgangen; 
keinem, sobald er es erkannt, hat sein fördernder Rath, seine aufmunternde 
Theilnahme gefehlt. 

Ich habe mich eben bemüht, Jacobi als Erfinder und in seiner Wirk- 
samkeit als Lehrer darzustellen. Soll ich jetzt den Versuch wagen, ihn zu 
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schildern, wie er aufserhalb der wissenschaftlichen Sphäre Denen erschien, die 
den mathematischen Wissenschaften fern stehen, so mufs ich es als den Grund- 
zug seines Wesens bezeichnen, dafs er ganz in der Welt der Gedanken lebte, 
und dafs in ihm Das, wozu es bei den meisten, selbst bedeutenden Menschen 
eines besondern Anlaufs bedarf, das Denken, zum habituellen Zustande und 
wie zur zweiten Natur geworden war. Wenn etwas im Leben, oder in der 
Wissenschaft, einmal seine Aufmerksamkeit erregt hatte, so ruhte er nicht, bis 
er es zu eignen Gedanken verarbeitet halte; und mit dieser ununterbrochenen 
geistigen Thätigkeit war in ihm ein so seltenes Gedächtnifs vereinigt, dafs er 
Alles, womit er sich einmal beschäftigt hatte, sich sogleich vergegenwärtigen 
und darüber verfügen konnle. 

Der unerschöpfliche Vorrath an Wissen und eigenen Gedanken, wel- 
cher Jacob? jeden Augenblick zu Gebote stand, eine seltene geistige Beweg- 
lichkeit, durch die er sich jedem Alter, jeder Fassungskraft anzupassen wufste, 
und eine eigenthümlich humoristische, die Dinge scharf bezeichnende Aus- 
drucksweise verliehen dem grofsen Mathematiker auch im geselligen Verkehr 
eine ungewöhnliche Bedeutung, die noch durch die Bereitwilligkeit, wissen- 
schaftliche Fragen aus dem Stegreif zu behandeln, erhöht wurde. Diese Be- 
reitwilligkeit entsprang aus dem innersten Wesen seiner Natur, die in der 
Überwindung von Schwierigkeiten ihre eigentliche Befriedigung fand, und es 
lag daher für ihn ein ganz besonderer Reiz darin, wissenschaftliche Ergeb- 
nisse durch einfache Betrachtungen selbst Solchen verständlich zu machen, 
denen die dazu scheinbar unentbehrlichen Vorkenntnisse fehlten. Nur mufste 
er, um einen solchen Versuch anzustellen, die Überzeugung haben, dafs Die, 
mit welchen er sich unterhielt, ein wirkliches Interesse an der Sache nahmen. 
Wo er hingegen gedankenlose Neugier zu bemerken glaubte, oder entschiedene 
Meinungen mit Selbstgefälligkeit von Solchen aussprechen hörte, die sich nie 
die harte Arbeit des Selbstdenkens zugemuthet hatten, verliefs ihn die Geduld, 
und er machte dann gewöhnlich der Unterhaltung durch eine ironische, nicht 
selten scharf abweisende Bemerkung ein Ende. Man hat ihm oft vorgeworfen, 
dals er sich bei solchen Anläfsen seiner geistigen Kraft zu sehr bewulst ge- 
zeigt habe. Aber Die, welche ihn so beurtheilen, würden vielleicht ihre Mei- 
nung geändert haben, hätten sie den Preis gekannt, um welchen er das Recht 
auf ein solches Bewulstsein erlangt hatte. Ein Brief aus dem Jahr 1824, 
aus einer Zeit also, zu welcher Jacob? noch völlig unbekannt war und da- 
her durchaus kein Interesse haben konnte, seine geistigen Kämpfe mit über- 
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triebenen Farben zu schildern, enthält folgende Stelle, die ich als merkwür- 
digen Beitrag zur Characteristik des aufserordentlichen Mannes hier wörtlich 
mittheile.. Jacob? war damals eben 20 Jahre alt geworden und seit elwa 
einem Jahre ausschliefslich mit mathematischen Studien beschäftigt. 

„Es ist eine saure Arbeit, die ich getlhan habe, und eine saure Arbeit, 
in der ich begriffen bin. Nicht Fleifs und Gedächtnifs sind es, die hier zum 
Ziele führen; sie sind hier die untergeordneisten Diener des sich bewegenden 
reinen Gedankens. Aber hartnäckiges, hirnzersprengendes Nachdenken erheisch! 
mehr Kraft als der ausdauernste Fleifs. Wenn ich daher durch stete Übung 
dieses Nachdenkens einige Kraft darin gewonnen habe, so glaube man nicht. 
es sei mir leicht geworden, durch irgend eine glückliche Naturgabe etwa. 
Saure, saure Arbeit hab’ ich zu bestehen, und die Angst des Nachdenkens 
hat oft mächtig an meiner Gesundheit gerüttelt. Das Bewulstsein freilich der 
erlangten Kraft giebt den schönsten Lohn der Arbeit, so wie wiederum die 
Ermuthigung, fortzufahren und nicht zu erschlaffen. Gedankenlose Menschen, 
denen jene Arbeit und jenes Bewulstsein also auch ein ganz fremdes ist, 
suchen diesen Trost, der doch allein machen kann, dafs man auf der schwie- 
rigen Bahn den Muth nicht sinken läfst, dadurch zu verkümmern, dafs sie das 
Bewufstsein ein eignes, freies zu sein — denn nur in der Bewegung des Ge- 
dankens ist der Mensch frei und bei sich — unter dem Namen Eigendünkel 
oder Anmaafsung gehässig machen. Jeder der die Idee einer Wissenschaft in 
sich trägt, kann nicht anders als die Dinge darnach abschätzen, wie sich der 
menschliche Geist in ihnen offenbart: nach diesem grofsen Maafsstabe mufs ihm 
daher Manches als geringfügig vorkommen, was den Andern ziemlich preis- 
würdig erscheinen kann. So hat man auch mir oft Anmaalsung vorgeworfen. 
oder, wie man mich am schönsten gelobt hat, indem man einen Tadel auszu- 
sprechen meinte, ich sei stolz gegen alles Niedere und nur demüthig gegen 
das Höhere. Aber jener unendliche Maafsstab, den man an die Welt in sich 
und aufser sich legt, hindert vor aller Überschätzung seiner selbst, indem man 
immer das unendliche Ziel im Auge hat, und seine beschränkte Kraft. In je- 
nem Stolze und jener Demuth will ich immer zu beharren streben, ja immer 


stolzer und immer demüthiger werden.” 

Dafs es bei Jacobi keine blofse Phrase war, wenn er von sich sagt, 
dafs er die Dinge danach abschätze, wie sich der menschliche Geist in ihnen 
offenbare, und dafs er wirklich Alles was die Welt der Gedanken nicht be- 
rühre, wenn nicht mit Gleichgültigkeit, doch mit Gleichmuth behandelte, hat 
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er in den schwierigsten Lagen seines Lebens gezeigt. Am bewundrungswür- 
digsten offenbarte sich dieser wahrhaft philosophische Gleichmuth als ihn das 
Unglück traf, sein ganzes, von seinem Vater ererbtes Vermögen zu verlieren: 
ein Verlust der ihm um so empfindlicher hätte sein können, als er, seit zehn 
Jahren verheirathet, für eine zahlreiche Familie zu sorgen hatte. Wer ihn 
damals sah, als er herbeigeeilt war, um seiner von ähnlichem Verluste betrof- 
fenen Mutter mit Rath und That beizustehen, konnte in seiner Stimmung nicht 
die geringste Veränderung wahrnehmen. Er sprach mit demselben Interesse 
wie immer von wissenschaftlichen Dingen, und klagte nur darüber, dafs die 
unerwartete Reise ihn aus einer Untersuchung gerissen habe, die ihn gerade 
lebhaft beschäftigte. 

Wie Jacobi’s Gedankeneultus sich in der Anerkennung von Abel’s 
erofser Entdeckung kund gab, habe ich schon früher erwähnt. Einen ähn- 
lichen Sinn zeigte er für alles geistig Bedeutende; und auf ihn findet der 
Ausspruch eines alten Schriftstellers keine Anwendung, dafs die Menschen 
eigentlich nur Das bewundern, was sie selbst vollbringen zu können glauben. 
Seine Anerkennung umfafste das ganze geistige Gebiet, und in seiner Wissen- 
schaft war Jacob?’s Freude über eine fremde Erfindung um so lebhafter, je 
mehr sich diese durch ihr Gepräge von seinen eignen Schöpfungen unter- 
schied. Es war eine ihm natürliche Bewegung, in solchem Falle den Aus- 
druck seines Beifalls durch das Geständnifs zu verstärken, dafs er diesen 
Gedanken nie gehabt haben würde. 

Es bleibt mir nun noch übrig, Das was ich oben von Jacob?’s äufsern 
Lebensverhältnissen erwähnt habe, mit wenigen Worten zu vervollständigen. 

Als er seine Untersuchungen über die elliptischen Functionen bekannt 
zu machen anfing, war er noch Privatdocent; die Bewunderung, welche seine 
Entdeckungen bei allen Denen erregten, denen in solchen Dingen ein Urtheil 
zustand. halte die Folge, dafs er sogleich zum aufserordentlichen, und bald 
darauf zum ordentlichen Professor befördert wurde. 

Indem ich von der Aufnahme rede, welche Adbel’s und Jacobe’s Ent- 
deckungen — denn beider Namen sind hier unzertrennlich — bei allen Fach- 
genossen fanden, kann ich nicht umhin, des Mannes namentlich zu erwähnen, 
der durch seine vieljährigen Forschungen ganz besonders berufen war, den 
unerwarteten Fortschritt nach seiner ganzen Bedeutung zu würdigen. Leyendre, 
der seine Zeitgenossen so oft der Theilnahmlosigkeit angeklagt und noch kurz 
vor jener Zeit das Bedauern ausgesprochen hatte, dafs seine Lieblingswissen- 
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schaft, von allen Andern verlassen, durch ihn allein erst nach 40jähriger Ar- 
beit, wie er glaubte, zum Abschlufs gekommen sei, begrüfste Abel’s und 
Jacobt’s Entdeckungen, welche die Theorie weit über die Grenzen hinaus- 
führten, die ihm selbst durch die Natur des Gegenstandes geseizt schienen, 
mit so warmer, ja enthusiastischer Anerkennung, dafs es schwer zu sagen 
ist, wen eine solche Anerkennung mehr ehrie: die jungen Mathematiker, 
welchen sie am Eingange ihrer Laufbahn zu Theil ward, oder den edlen Alt- 
meister, der, fast am Ziele angelangt, sich solcher Gefühlswärme fähig zeigte. 

Eine nicht minder ehrenvolle Auszeichnung war es, als bald darauf 
die Pariser Akademie, ohgleich sie keine Preisbewerbung über die Theorie 
der ellipttschen Funclionen eröffnet halte, Abel’s und Jacobe's Arbeiten, als 
der wichtigsten Entdeckung der Zeit, einen ihrer grofsen mathematischen Preise 
zuerkannte und zwischen Jacob: und Abel’s Erben theilte. 

Ich mufs mich darauf beschränken, hier die Beweise der Anerkennung 
zu erwähnen, welche Jacob?’s Eintritt in die wissenschaftliche Laufbahn be- 
zeichneten; die mir gesteckten Grenzen gestatten mir nicht, alle die Auszeich- 
nungen anzuführen, die ihm auch später in so reichem Maafse zu Theil wurden, 
und deren Erwähnung in einer ausführlichen Biographie nicht fehlen dürfte. 

Bald nachdem Jacob: im Jahre 1829 seine ‚„Fundumenta nova theo- 
riae funct. ellipt’, die nur einen Theil seiner Untersuchungen über diesen 
Gegenstand enthalten, veröffentlicht hatte, machte er die erste gröfsere Reise 
in’s Ausland, schlug den Weg über Göttingen ein, um Gaufs persönlich ken- 
nen zu lernen, und wandte sich dann nach Paris, wo er mehrere Monate 
sich aufhielt und wo damals, aufser Zeyendre, mit dem er seit längerer Zeit 
in naher brieflicher Verbinduug stand und für den er immer eine grofse Pietät 
bewahrt hat, noch Fourier, Poisson und andere hervorragende Mathematiker, 
die Jucobi überlebt haben, vereinigt waren. 

Eine zweite Reise ins Ausland unternahm Jacobi, der seit 1831 mit 
einer Frau von hervorragender Geistesbildung verheirathet war, erst wieder 
im Jahre 1842, in Gesellschaft seiner Frau. Die Veranlassung zu dieser Reise 
war für ihn zu ehrenvoll, als dafs ich sie unerwähnt lassen könnte. Dem er- 
leuchteten Staatsmanne, welcher damals an der Spitze der Verwaltung in der 
Provinz Preufsen stand, schien es im Interesse der Wissenschaft wünschens- 
werth, dafs Bessel und Jacobi einmal der schon oft an sie ergangenen Auf- 
forderung zur Theilnahme an der jährlich in England Statt findenden Gelehr- 
tenversammlung Folge leisteten, und er stellte daher bei dem Könige den 
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Antrag auf Bewilligung der Kosten zu einer solchen Reise; welchem Antrage 
Sr. Majestät mit Königlicher Munificenz zu willfahren geruhte. 

Bald nach seiner Rückkehr von dieser Reise zeigten sich bei Jacob: 
die Symptome einer leider unheilbaren Krankheit. Er schwebte längere Zeit 
in der gröfsten Gefahr; und als diese endlich für den Augenblick beseitigt 
war, erklärten seine Ärzte zu seiner Kräftigung einen längeren Aufenthalt in 
einem südlichen Klima für nothwendig. Diese ärztliche Erklärung setzte 
Jacobi in nicht geringe Verlegenheit, aber diese Verlegenheit war nicht von 
langer Dauer, denn die Lage der Sache war nicht sobald durch unsern Col- 
legen Alex. von Humboldt, dessen gewichtige Vermittelung nirgend fehlt, 
wo es die Ehre der Wissenschaft und das Wohl ihrer Vertreter gilt, zur 
Kenntnils Sr. Majestät des Königs gelangt, als durch einen neuen Act König- 
licher Grofsmuth eine ansehnliche Summe zu einer Reise nach Italien ange- 
wiesen wurde. 

Das milde Klima von Rom, wo Jacob? den Winter zubrachte, wirkte 
so wohlthätig auf ihn, dafs Die welche ihn dort sahen, weit entfernt, in ihm 
einen Reconvalescenten zu erkennen, über seine wahrhaft aufserordentliche 
Thätigkeit erstaunen mufsten. Er schrieb nicht nur während der 5 Monate 
seines dorligen Aufenthalts, aufser mehreren kleinern Aufsätzen, welche in 
einer wissenschaftlichen Zeitschrift in Rom selbst erschienen, eine wichtige, 
sehr umfangreiche, für das Crellesche Journal bestimmte Abhandlung, sondern 
unternahm auch die Vergleichung der im Vatican aufbewahrten Handschriften 
des Diophantus, mit welchem er sich seit längerer Zeit angelegentlich be- 
schäftigt hatte. 

In sein Vaterland zurückgekehrt, wurde er von Königsberg nach Berlin 
versetzt, wo das wenigstens relativ mildere Klima seine Gesundheit weniger 
zu bedrohen schien. Ohne hier der Universität anzugehören, halte er nur 
die Verpflichtung Vorlesungen zu halten, so weit es mit der Schonung, deren 
sein Gesundheitszusiand so sehr bedurfte, verträglich sein würde. Seine schrift- 
stellerische Thätigkeit während seines hiesigen Aufenthalts stand gegen die der 
besten Königsberger Zeit, kaum zurück; wie es die hier in etwa 6 Jahren 


geschriebenen Abhandlungen bezeugen, welche zwei starke Quartbände füllen. 

Zu Anfange des Jahres 1851 hatte er einen Anfall der Grippe zu be- 
stehen; da er sich jedoch schnell erholte und wieder mit grofsem Eifer zu 
arbeiten anfing. durften seine Freunde sich der Hoffnung überlassen, dafs 
er ihnen und der Wissenschaft noch lange erhalten bleiben würde, als er 
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plötzlich am 11ten Februar von neuem erkrankte. Sein Zustand erregte so- 
gleich die gröfsten Besorgnisse, und als man nach einigen Tagen erkannte, 
dafs er von den Blattern ergriffen sei, die auf dem durch das alte Übel un- 
terwühlten Boden den bösartligsten Character zeigten, schwand jede Hoffnung. 
Den 18ten Februar Abends 11 Uhr acht Tage nach seiner Erkrankung erlag 
er ohne Kampf. 

Jacobr's wissenschaftliche Laufbahn umfafst gerade ein Vierteljahr- 
hundert, also einen weit kürzeren Zeitraum als die der meisten frühern Ma- 
thematiker ersten Ranges, und kaum die Hälfte der Zeit über welche sich 
Euler’s Wirksamkeit erstreckt hat, mit dem er, wie durch Vielseitigkeit und 
Fruchtbarkeit, so auch darin die gröfste Ähnlichkeit hat, dafs ihm alle Hülfs- 
mittel der Wissenschaft immer gegenwärtig waren und jeden Augenblick zu 
Gebote standen. 

Der Tod, welcher ihn so früh und so plötzlich im Besitze seiner vol- 
len Kraft von der Arbeit hinweggenommen, hat der Wissenschaft die grofsen 
Bereicherungen nicht gegönnt, die sie von Jacob?’s nie ermüdender Thätig- 
keit noch erwarten durfte. Indem ich dies ausspreche, thue ich es nicht nur 
in der Voraussetzung, dafs in einem solchen Geiste die schöpferische Kraft 
nur mit der physischen zugleich erlöschen konnte, ich habe auch eine Reihe 
von fast vollendeten Arbeiten vor Augen, an die er selbst in kurzer Zeit — 
vielleicht während des Drucks, wie er es in der letzten Zeit so gern that — 
die letzte Hand hätte legen können und die jetzt durch seine Freunde als 
Bruchstücke, in unvollkommener Form ans Licht treten müssen. Noch wäh- 
rend seiner Krankheit, kaum vier Tage vor seinem Tode, beklagte er das 
Mifsgeschick, welches über vielen seiner gröfsern Arbeiten gewaltet habe, die 
Krankheit oder häusliches Unglück unterbrochen habe. Wenn ich dann, setzte 
er wehmüthig hinzu, später an die Arbeit zurückkehrte, habe ich lieber etwas 
Neues anfangen, als Untersuchungen wieder aufnehmen wollen, die so traurige 
Erinnerungen in mir erweckten. Aber ich sehe ein, dafs ich nicht länger 
zögern darf, jene ältern Arbeiten, denen ich einen so grofsen Theil meiner 
besten Kraft gewidmet habe, der Öffentlichkeit zu übergeben, wenn sie noch er- 
folgreich in den Gang der Wissenschaft eingreifen sollen. Glücklicherweise be- 
darf es dazu nur sehr kurzer Zeit, die mir ja hoffentlich nicht fehlen wird. 
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14. 


Über eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen 


Figuren. 
(Von dem Herrn Prof. Möbtus zu Leipzig.) 


(Aus den Berichten der Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften vom 5. Febr. 1353.) 





I meinem letzten Berichte (Sitzung am 16. Oct. 1852, S. 41 bis 54) 
habe ich gezeigt, wie aus Sätzen der Longimeltrie, auf einem durch das Gebiet 
des Imaginären führenden Wege, entsprechende Sätze der Planimetrie gefunden 
werden können, und habe am Schlusse jenes Berichts bemerkt, dafs ich auf 
diesem Wege, von der Collineationsverwandtschaft ausgehend, welche zwischen 
Systemen von Puncten in geraden Linien besteht, zu einer neuen Verwandt- 
schaft zwischen ebenen Figuren gelangt bin. Dieses näher zu erörtern und 
das Wesen der neuen Verwandischaft darzulegen, ist der Zweck des jetzigen 
Berichts. 

1. Im „Barye. Calcul” ist (S. 244), wenn A, B, C, D vier beliebig 
in einer Geraden liegende Puncte sind, das Verhältnifs zwischen den Ver- 
hältnissen, nach welchen der zwischen zweien der vier Puncte enthaltene 
Abschnitt der Geraden, etwa AB, in den beiden andern Puncten EC und D 
getheilt wird, das Verhältnifs 

AC. AD 

GB’ DB’ 
ein Doppelschnitisverhältni/s genannt und (S.251) bewiesen worden, dafs, 
wenn bei einem Systeme von r Puncten A, B,C, D, E,.... in einer Geraden 
die n—3 Doppelschnitisverhältnisse 


AC, AD AC_AE 
© 'DB’ TB’ EB?’ 











eic., 


welche gewisse drei Puncte A, B, EC des Systems mit jedem der n—3 übrigen 
D, &,... bilden, gegeben sind, daraus alle übrigen aus den n Puncten zu 
bildenden Doppelschnittsverhältnisse unzweideutig gefunden werden können. 


N EEE RET EN EEE 
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2. Betrachten wir jetzt ein System von nPuncten 4, B,C,D,E,.... 
in einer Ebene; bezeichnen, wie im vorigen Berichte S. 43, mit (AC) den 
complexen Werth der Strecke AC, und nennen 

[AC] , [AD] 
|] [DB] 
das complexe Doppelverhältnifs zwischen A, B, C, D, während 
AC AD 
CB’ DB 
das reelle Doppelverhältnifs zwischen denselben vier Puncten heifsen soll: so 
wird sich nach den dort (S. 44) gemachten Schlüssen, aus den n—3 complexen 
Doppelschnittsverhältnissen zwischen A, B, €, D, zwischen A, B, C, E, u. s. w. 
jedes der übrigen complexen Doppelschnittsverhältnisse des Systems finden 
lassen; und Dies nach denselben Regeln, welche im baryc. Calcul, S. 249 
und 250, für reelle Doppelschnittsverhältnisse bei einem Systeme von Pnneten 


in einer Geraden aufgestellt worden. 
Nun ist (vor. Ber. $. 52.) 














[AC] __4AC RER [AD] AD A 
AC] [AD] 
folglich oe — agp(a); wo 
d—= 2 : ne und «—=CB’AC-DB AD. 





Dabei bedeutet in der Gleichung für @«, ÜB eine durch B und © zu 
legende Gerade, deren positive Richtung, ob sie von B nach Ü, oder von 
C nach B gehen soll, erst noch bestimmt werden mufs; und Dasselbe gilt 
von den drei übrigen Geraden AC, DB, AD. Man kann daher auch 

ae = CB'CA-DBDA 
schreiben, und wenn man von jetzt an die durch ÜB, CA, DB und DA aus- 
gedrückten Richtungen dieser Geraden als die positiven nimmt: 


a—= BCA— BDA (v.B. S.47), = ADB — ACB. 


Auch wird bei dieser Annahme « eine positive Zahl. 
Es ist aber die complexe Gröfse 


ap(a), = acosa-+ay—1.sin« 


gegeben, wenn « und « gegeben sind; und umgekehrt ist « sowohl als « 
gegeben, wenn es ay(«) ist. Dies führt uns zu dem Schlusse, dafs, wenn 
28 * 
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bei unserem Systeme von n Puncten in einer Ebene die an — 3 Doppelschnitts- 
verhältnisse 
AC,AD AC_AE 
CB DB’ TB ' EB’ * 
und die n— 3 Winkel-Unterschiede 
AUB-—- ADB, ACB— AEB, etc. 


gegeben sind, aus diesen 2r —6 Gröfsen alle übrigen aus je vier Puncten 
des Systems zu bildenden Doppelschnittsverhältnisse und Winkelsummen un- 
zweideutig gefunden werden können. 





tc. 


3. Hat man daher ein System von nPuncten A, B,C, D,...in 
einer Ebene, und construirt gleichfalls in einer Ebene ein zweites System 
von n Puncten 4’, B', C', D',...., indem man 4’, B’, C' willkührlich nimmt, 
jeden folgenden Punct aber, wie D’, mit Hülfe des gleichnamigen Punctes D 
im erstern Systeme so bestimmt, dafs 

aC' AD AC, AD 
(d) GE'DE— TED 
(4) ACB—ADB —= ACB— ADB 
ist, so wird auch jedes andere Doppelschnittsverhältnifs und jeder andere 
(in der vorigen Bedeutung genommene) Winkel-Unterschied des einen Systems 
dem entsprechenden Doppelschnittsverhältnisse und dem entsprechenden Winkel- 
Unterschied im andern Systeme gleich sein. 








Diese Gleichheit der Doppelschnittsverhältnisse und der Winkel-Unter- 
schiede zwischen je vier Puncten des einen Systems und den ihnen ent- 
sprechenden des andern, ist es nun, welche das Wesen der neuen Verwandt- 
schaft ausmacht: eben so, wie bei zwei Systemen von Puncten, deren 
jedes in einer Geraden enthalten ist, durch die Gleichheit der Doppelschnitts- 
verhältnisse zwischen entsprechenden Puncten die Collineationsverwandtschaft 
der beiden Systeme begründet wird. Bar. Calc. S. 317. 


4. Zur weitern Erforschung der Eigenthümlichkeiten der neuen Ver- 


wandtschaft wollen wir zunächst die Construction etwas schärfer ins Auge 
fassen. durch welche, den Gleichungen (d) und (0) gemäfs, der Punct D’ in 
der Ebene A’B’C’ zu bestimmen ist. Aus (d) ergiebt sich unzweideutig 
der (stets positive) Werth des Verhältnisses 4’D’: D’B’, welchen ich =d 
selze, und eben so unzweideutig aus (Ö) der Werth des Winkels 4’D'B', 
den ich d nenne, nachdem zuvor in jeder der beiden Ebenen ABC und 





























14. Möbius, über eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren. 221 


A'B’C' der positive Sinn der Drehung festgesetzt worden. Wegen A’D':D'B' 
— d:1 liegt aber D’ in einem Kreise, der die Strecke A’B’ nach den Ver- 
hältnissen d:1 und —d:1 rechtwinklig schneidet und daher den einen der 
beiden Puncte A’ und B’ ein-, den andern ausschliefst. Wegen A’D’B' — d 
ziehe man eine Gerade B’R, so dafs der Winkel AB’'R= d, nicht = 360" 
— 0, und es mufs D’ in einem durch A’ gehenden und B’R in B’ berüh- 
renden Kreise und dabei mit #2 auf verschiedenen Seiten von A’B’ liegen: 
nicht auf einerlei Seite; als wo A'D’B’= 180'--Ö sein würde. Da dieser 
Kreis durch A’ und 3’ zugleich geht, so schneidet er den vorigen in zwei, 
auf verschiedenen Seiten von A’B’ liegenden Puncten, und D’ ist derjenige 
dieser zwei Durchschnitte, welcher mit %’ nicht auf einerlei Seite von A’B’ 
fällt, also unzweideulig bestimmt wird. 

9. Ist auf solche Weise der Punet D’ mittels (d) und (d), und eben 
so jeder der übrigen Puncte K’, F", ... mittels Gleichungen, welche denen 
(d) und (d) analog sind, und die ich mit (e) und (e), (f) und (£), ete. 
bezeichnen will, bestimmt worden, so bestehen für die erhaltene Figur 
ABC'DE'... die Winkelgleichungen (d), (2), (&), ... auch dann noch, 
wenn in jeder der beiden Ebenen der ursprünglich negative Sinn der Drehung 
zum positiven genommen wird; denn damit verwandelt sich jeder der in (0), 
(&), ... vorkommenden Winkel in sein Supplement zu 360. Dagegen werden 
durch die Figur 4’... E’... die Winkelgleichungen nicht mehr erfüllt, und 
man muls zum Bestehen derselben den Puncten D’, E', ... andere Örter an- 
weisen, sobald man nur in der einen der beiden Ebenen den Sinn umkehrt. 
Nachdem daher die Puncte A’, B’, C’ willkührlich bestimmt worden, giebt es. 
nach der verschiedenen Annahme des Sinnes der Drehung in den beiden 
Ebenen, immer zwei Figuren A'B'C’D'E'... und ABC'D'E"..., und 
nicht mehr als zwei, deren jede mit der Figur ABCDE ... in der neuen 
Verwandtschaft steht. 

6. Zur Bestimmung von D’ kann auch die Gleichung (d)) in Verbin- 
dung mit der ebenfalls die Gleichheit zweier einander entsprechenden Winkel- 
Unterschiede ausdrückenden Gleichung 

() 4'B'C'— 4D'C' = ABC — ADC 
angewendet werden. Denn so wie der Punct D’ in Folge von (d)) in einem 
bestimmten durch A’ und B’ gehenden Kreise liegt, so liegt er wegen (d’) in 
einem bestimmten durch A’ und C’ zu beschreibenden Kreise und ist folglich 
der andere Durchschnitt dieser zwei sich bereits in A’ schneidenden Kreise. 
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Die neue Verwandtschaft wird daher schon dadurch hinreichend definirt, 
dafs jeder Winkel-Unterschied von der Form ACB— ADB des einen Systems 
dem Winkel-Unterschiede zwischen den entsprechenden Puncten des andern 
Systems gleich ist. 

Dafs übrigens auch hier mit denselben A’, B’, C, nach der :verschie- 
denen Annahme des Sinnes der Drehung, zwei verschiedene mit ABCDE ... 
verwandte Figuren construirt werden können, erhellet auf dieselbe Weise 
wie vorhin 

?. Der Punet D’ läfst sich auch noch dadurch bestimmen, dafs man 
die Gleichung (d) mit der Gleichung 

- pn A'b' A'D' AB AD 
) BO'Do — 5e'Dc 








verbindet, als welche, eben so wie (d), die Gleichheit zweier entsprechenden 
Doppelschnitisverhältnisse darstellt. Da aber diese zwei Gleichungen keine von 
der Drehung abhängigen Gröfsen enthalten, so wird man mit ihnen die zwei 
Örter von D', die sich nach der verschiedenen Annahme des Sinnes der Drehung 
ergaben, zugleich finden. In der That folgen aus (d) und (d’) die Werthe 
der Verhältnisse 4’D’: D'’B’ und A’D': D’C', und man erhält damit als geo- 
melrische Örter von D’ zwei Kreise. Die Construction des ersten derselben 
ist im Art. 4. bemerkt worden; und Analoges gilt von der Construction des 
zweiten, welcher den ersten in D’ und D” (Art.5.) schneiden wird. 
Ungeachtet dieser Zweideutigkeit bei der Bestimmung von D’ durch ent- 
sprechende Doppelschnitisverhältnisse wird nichtsdestoweniger die Gleichheit 
dieser Verhältnisse von der einen Figur zur andern als genügendes Merkmal 
zur Definition der neuen Verwandischaft dienen können: ganz eben so, wie 
die Ähnlichkeit zweier Figuren vollkommen genügend dadurch definirt werden 
kann. dafs die gegenseitigen Abstände je zweier Puncle der einen Figur in 
denselben Verhältnissen zu einander stehen, wie die Abstände der entispre- 
chenden Puncte in der andern, obschon, wenn hiernach zu einer ebenen Figur 
ABC ... eine ihr ähnliche und daher gleichfalls ebene A’B’C’ ... construirt 
werden soll, nach willkührlicher Annahme von A’ und D', für C’ zwei Puncte 


gefunden werden, nämlich die gegenseitigen Durchschnitte der zwei Kreise, 


’ ’ h D' 
welche um A’ und B', als Mittelpuncte, mit den Halbmessern Fr - AC und 


r J2r 


AB 


«BÜ beschrieben werden. 
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Anmerkung. Ich kann nicht umhin, bei dieser Vergleichung der neuen 
Verwandischaft mit der Ähnlichkeit noch auf eine zwischen beiden Verwandt- 
schaften Statt findende Analogie aufmerksam zu machen, welcher zufolge die 
neue als eine in gewissem Sinne potentirte Ähnlichkeit betrachtet werden 
kann. Bei zwei einander ähnlichen Figuren sind nämlich die geometrischen 
Verhältnisse zwischen je zwei Strecken der einen Figur den entsprechenden 
Verhältnissen in der andern gleich. Desgleichen sind die Winkel, die, wenn 
man will. sich als Unterschiede von Richtungen, und daher als arithmetische 
Verhältnisse betrachten lassen, von der einen Figur zur andern gleich grofs. 
Bei der neuen Verwandischaft hingegen herrscht Gleichheit von der einen 
Figur zur andern erst zwischen geometrischen Verhältnissen jener geometri- 
schen (d. i. Doppelschnitisverhältnissen) und zwischen arithmetischen dieser 
arithmelischen Verhältnisse (d.i. Winkel-Unterschieden). Und so wie bei zwei 
Figuren, wenn Gleichheit der einfachen geometrischen Verhältnisse zwischen 
Strecken Statt findet. daraus auf die Gleichheit der einfachen arithmelischen 
Verhältnisse zwischen Richtungen, und umgekehrt aus letzterer Gleichheit auf 
die erstere geschlossen werden kann. indem durch die eine, wie durch die 
andere, die Ähnlichkeit der beiden Figuren definirt wird: so kann auch (Arl.7.) 
aus der Gleichung der zusammengesetzten geometrischen Verhältnisse die 
Gleichheit der zusammengesetzten arithmetischen Verhältnisse, und (Art. 6.) 
umgekehrt aus der letztern die erstere gefolgert werden. 

8. Liegen vier Puncte A, B, ÜC, D einer Ebene in einem Kreise. 
so ist der Winkel-Unterschied AUB— ADB entweder —= 0, oder — 180", 
und zwar —0, wenn C und D auf einerlei und = 180", wenn sie auf ver- 
schiedenen Seiten der Geraden AB liegen. Auch gilt dieser Satz umgekehrt. 
In Folge der Gleichung (d) (Art. 3.) sind daher, wenn von zwei in der 
neuen Verwandtschaft stehenden Figuren vier Puncte der einen in einem 
Kreise liegen, auch die ihnen entsprechenden der andern in einem Kreise, 
und dieses in derselben Aufeinanderfolge, enthalten. Aber auch umgekehrt 
läfst sich darthun„ dafs, wenn von zwei Ebenen jedem Puncte der einen 
ein Punct in der andern dergestalt entspricht, dafs von je vier Puncten der 
einen, welche in einem Kreise begriffen sind, die entsprechenden vier der 
andern gleichfalls in einem Kreise liegen: dafs dann auch die Doppel- 


schnitisverhältnisse, so wie die Winkel-Unterschiede zwischen je vier Puncten 
der einen und den vier entsprechenden der andern Ebene gleiche Werthe 
haben. Nach diesem Satze, dessen Beweis ich mir für eine andere Gelegen- 
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heit vorbehalte, kann die neue Verwandtschaft auch dadurch definirt werden, 
dafs von je vier Puncten der einen Ebene, welche in einem Kreise liegen, 
die entsprechenden in der andern gleichfalls durch einen Kreis verbunden 
werden können, und dafs somit jedem Kreise der einen ein Kreis in der 
andern entspricht. Ich will hiernach die neue Verwandtschaft Kreisverwand!- 
schaft nennen. 

9. Liegen A, B, EC, D nicht in einem Kreise, so ist der Winkel- 
Unterschied AUB— ADB, abgesehen vom Zeichen, dem Winkel gleich, unter 
welchem sich die zwei durch A, CE, B und A, D, B zu beschreibenden 
Kreise in A und D schneiden. Wegen der Formel (d') werden daher bei 
zwei kreisverwandten Figuren, wenn zwei Kreise der einen sich schneiden, 
auch die entsprechenden Kreise der andern Figur einander schneiden; und 
dieses unter demselben Winkel, wie die zwei erstern. 

10. Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dafs zwei kreisverwandte 
Figuren in ihren kleinsten Theilen einander ähnlich sind. Denn ist in der 
einen Figur #@H ein unendlich kleines Dreieck und Ä ein von ihm in end- 
licher Entfernung liegender Punct, und sind #", @', H', K' die entsprechen- 
den Puncte der andern Figur, so wird, wenigstens im Allgemeinen, auch das 
Dreieck #’@'H unendlich klein sein, und A’ in endlicher Entfernung von 
ihm liegen. Hiernach ist aber der Winkel @F'A gleich dem Winkel, unter wel- 
chem sich die Kreise #@K und #HK schneiden, gleich dem Winkel, unter 
welchem sich die jenen entsprechenden Kreise F'@'ÄA’ und F"H'K' schneiden, 
gleich dem Winkel @ FH’; und eben so wird auch die Gleichheit der Winkel 
HGF und H&G'F" bewiesen. Je zwei einander entsprechende, unendlich 
kleine Dreiecke. wie FG@H und F’'G’H', sind mithin einander ähnlich. 

I1. Eine Gerade kann als ein unendlich kleiner Theil eines unendlich 
grolsen Kreises betrachtet werden. Bei zwei kreisverwandten Figuren (wir 
wollen die Ebene derselben im Folgenden mit p und »’ bezeichnen) wird 
daher einer Geraden « in p, in p’ ein Kreis a’ entsprechen; auch kann wohl 
a' selbst eine Gerade sein. Dabei entspricht jedem Puncte in « ein Punct 


in @, und so auch dem unendlich entfernten Puncte der Geraden u, wel- 
cher N heifse,. ein bestimmter Puncet N’ des Kreises «. Sind ferner 
A, B irgend zwei, in » aufserhalb « liegende Puncte, und A’, B’ die ihnen 
entsprechenden in p’, so entspricht dem Kreise ABN der Kreis AB’N'. 
Erster Kreis ist aber, wegen der unendlichen Entfernung des N, von der 
Geraden AB nicht zu unterscheiden, und es entspricht daher nicht blofs der a, 
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sondern auch jeder andern in p gezogenen Geraden, in p’ ein durch N’ ge- 
hender Kreis. Eben so zeigt sich, dafs auch umgekehrt jedem in p’ durch N’ 
beschriebenen Kreise, so wie jeder in p' durch N’ gelegten Geraden, in p 
stets eine Gerade entspricht. 

Man hat hiernach den Punct N’ in p’ als einen nicht blofs dem in a, 
sondern auch dem in jeder andern Geraden der Ebene p unendlich entfernt 
liegenden Puncte entsprechenden Punct anzusehen; und auf gleiche Art mufs 
es auch in » einen Punct M geben, dessen entsprechender Punct M’ in p’ 
unendlich entfernt nach einer unbestimmt bleibenden Richtung liegt. Jeder 
in p»' durch N’ gelegten Geraden, wie N’A’, wird alsdann, da man sie auch 
als den Kreis M'N’4’ betrachten kann, in » der Kreis MNA, d.i. die 
Gerade MA, und eben so umgekehrt jeder Geraden durch M eine Gerade 
durch N’ entsprechen. 


12. Sind in » und »’ die Puncte M und N’, welche den unendlich 
entfernten Puncten in »’ und p entsprechen, und noch zwei endlich gelegene 
einander entsprechende Puncte A und 4’ gegeben, so kann man, nach Fest- 
setzung des positiven Sinnes der Drehung in » und p', für jeden andern 
Punct B in p den ihm in p’ entsprechenden Punct B’ durch eine sehr ein- 
fache Construction finden. Denn zwischen den vier Paaren entsprechender 
Puncte A und 4’, B und B’, M und M’, N und N’ bestehen nach Art. 3. 
die zwei Gleichungen: 

AM AN AM .AN 

MB 'Nb MB'NB’ 

AMB—-ANB = AMB-ANB. 
Wegen der unendlichen Entfernung der Puncte M’ und N ist aber AM’: MB’ 
— AN: NB=1:1, und der Winkel 4M'B'—= ANB=-0. Damit reduciren 
sich die zwei Gleichungen auf 
AN:NB = BM:MA4 und ANB = BMA, 

und der Punct B’ ist hiernach in p’ so zu bestimmen, dafs das Dreieck A'N'B' 
dem Dreiecke BMA ähnlich wird und mit ihm einerlei Zeichen des Sinnes 
erhält. Übrigens folgt die Gleichheit der Winkel A’N’B’ und AMB auch 


aus dem Satze in Art.9., indem die Schenkel des einen den Schenkeln des 
andern entsprechende Linien sind. 








13. Aus der im vor. Artikel zur Bestimmung von B’ entwickelten 
Construction läfst sich unmittelbar die Folgerung ziehen: Sind A und A, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIl. Heft3. 29 
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B und B', C und C', ete. Paare einander entsprechender Puncte zweier 
kreisverwandten Figuren, und sind M und N’ diejenigen Puncte der Ebenen 
AB... und A’B'..., welche den unendlich entfernten Puncten der Ebenen 
AB’... und AB... entsprechen: so machen je zwei der Richtungen N’A’, 
N'B', N'C', ... dieselben Winkel mit einander, wie die entsprechenden 
zwei unter den Richtungen MA, MB, MC, ...; die Sirecken N’4', N’'B', 
N'C', ... aber sind den Strecken MA, MB, MC, ... umgekehrt proportional, 
oder, was dasselbe sagt, die mitilern Proportionallinien zwischen MA und 
N’A', zwischen MB und N’B', etc. sind von gleicher Länge. 

Diese einfache Beziehung, die zwischen zwei kreisverwandten Figuren 
rücksichtlich der Puncte M und N’ Statt findet, führt weiter zu einer Con- 
struction, welche auf die Verwandtschaft ein unerwartetes Licht wirft, indem 
sie die Theorie derselben mit einer andern schon längst bekannten Theorie 
in Verbindung setzt. Man bringe nämlich die Ebenen der beiden Figuren in 
eine solche Lage gegen einander, dafs die Strecke von M bis N’ der con- 
stanten Länge jener mittlern Proportionallinien gleich wird, und die zwei 
Ebenen auf der Linie MN’ normal, also einander parallel werden, und dafs, 
wie es wegen der gleichen Winkel bei M und N’ möglich sein mufs, N’A4' 
mit MA, N’'B’ mit MB, u. s. w. einerlei Richtung erhält. Die zwei Drei- 
ecke AMN’' und MN’A' liegen alsdann in einer Ebene, sind bei M und N’ 
rechtwinklig und sind deshalb, und weil MN’ die mittlere Proportionallinie 
zwischen AM und N’A’ ist, einander ähnlich; woraus leicht weiter folgt, 
dafs sich die Hypotenusen AN’ und MA' dieser Dreiecke rechtwinklig schnei- 
den. welches in A, geschehe. Aus ähnlichem Grunde schneiden sich BN’ 
und MB’ rechtwinklig in einem Puncte, welcher B, heifse;, CN’ und MC 
rechtwinklig in einem Puncte C\,; u.s.w. Die Puncte A,, B,, C,, .. . liegen 
hiernach in einer Kugelfläche, von welcher MN’ ein Durchmesser ist, und 
die Figuren ABC... und A’B’'C'... erscheinen somit als die stereographischen 
Projectionen einer und derselben sphärischen Figur A,B,C,... von den Au- 
genpuncten N’ und M aus auf zwei Ebenen, welche die Kugel in M und N’ 
berühren. 


Aus dieser Ansicht der Sache folgen aber sogleich die zwei Haupt- 
Eigenschaften der Kreisverwandtschaft, dafs nämlich Kreisen Kreise entsprechen, 
und dafs einander entsprechende Winkel von gleicher Gröfse sind. Denn, wie 
man weifs, haben dieselben Beziehungen auch zwischen jeder sphärischen 
Figur und ihrer stereographischen Projeclion Statt, und es werden daher je 
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zwei stereographische Projectionen einer und derselben sphärischen Figur, 
auch wenn die zwei Augenpuncte nicht, wie vorhin, Gegenpuncte von ein- 
ander sind, einander kreisverwandt sein. 

Übrigens läfst sich leicht darthun, dafs 

AGC.AD _ AC,AD 

GB, DB cCB’'Db’ 
und dafs daher bei einer sphärischen Figur und ihrer stereographischen Projection 
auch Gleichheit zwischen entsprechenden Doppelschnitisverhältnissen obwaltet. 

14. Jede der im „barycentrischen Calcul” behandelten Verwandtschaf- 
ten führt, wie dort gezeigt worden, zu einer besondern Classe geometrischer 
Aufgaben, und eben so gehört auch der jetzt betrachteten Kreisverwandischaft 
eine solche Classe zu. In der That ist bereits im Art. 2. bemerkt worden, dafs 
bei einem System von n Puncten in einer Ebene aus den n — 3 Doppelschnitts- 
verhältnissen und den na— 3 Winkel-Unterschieden, welche gewisse 3 Puncte des 
Systems mit den a— 3 übrigen bilden, alle übrigen im System vorkommenden 
Doppelschnittsverhältnisse und Winkel-Unterschiede gefunden, d. i. als Functionen 
jener 2n — 6 Gröfsen dargestellt werden können. Wir wollen nun der Kürze 
willen Doppelschnittsverhältnisse und Winkel- Unterschiede, als Gröfsen, deren 
jede durch vier Puncte (und dieses nach der im Art. 2. angegebenen Form) 
bestimmt wird, unter dem gemeinsamen Namen Quaternionen begreifen. Indem 
wir alsdann von den 2” — 6 vorhin gedachten alle übrigen Quaternionen des 
Systems als Functionen darstellen, können wir, durch Elimination jener 2n — 6, 
auch von irgend 2r — 6 von einander unabhängigen andern (Quaternionen des 
Systems alle übrigen als Functionen ausdrücken; welches den Satz giebt: 

Bei einem System von n Puncten in einer Ebene können aus irgend 
2n — 6 von einander unabhängigen Quaternionen desselben alle übrigen 
Quaternionen gefunden werden, und es besteht mithin zwischen irgend 
2n —5 Quaternionen des Systems wenigstens Eine Relation. 

Bei einem System von vier Puncten lassen sich demnach aus je zwei 
von einander unabhängigen Quaternionen alle übrigen finden. Dafs und wie 
dieses möglich ist, erhellet aus den im vorigen Berichte auf S. 49 bemerk- 
ten Sätzen. r 

Um ein Beispiel für ein System von fünf Puncten A, ... E hinzuzu- 
fügen, als wo zwischen je fünf Quaternionen wenigstens Eine Gleichung be- 
steht, so habe ich gefunden, dafs zwischen den fünf Winkel- Unterschieden 
BCD — BED, CDE— CAE, DEA— DBA, EAB— ECB, ABC— ADC, 

29 * 
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wenn man sie der Reihe nach mit «, ß, y, Ö, & bezeichnet, die Gleichung 


sin(e+ß+y—d—e) + sin(P+y+d—e—e) 
+sin(y+d+e—a—P) + sind +. +a— ß—y) 
+sin(e+a + —y—0) = sin(e+ß+y+d-e) 

Statt hat, die, wie sich erwarten liefs, vollkommen symmetrisch ist. 

Zum Schlusse noch die Bemerkung, dafs zu der Kreisverwandtschaft 
ebener Figuren als Analogon für den Raum von drei Dimensionen eine Ver- 
wandtschaft aufgestellt werden kann, bei welcher jeder Kugelfläche des einen 
Raums eine Kugelfläche im andern entspricht. 
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15. 


Über eine Methode, um von Relationen, welche der 
Longimetrie angehören, zu entsprechenden Sätzen 


der Planimetrie zu gelangen. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Möbius zu Leipzig.) 





(Aus den Berichten der Königlich-Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften von 1853.) 





Unter den drei Theilen, in welche man die Geometrie, der Natur des 
Raumes gemäfs, getheilt hat, ist die Longimetrie der bei weitem einfachste. 
Denn hier kommen blofs ein System von Puncten in einer Geraden und Re- 
lationen zwischen den gegenseitigen Entfernungen der Puncte in Betracht. 
Alle diese Relationen aber ergeben sich durch wiederholte Anwendung der ein- 
fachsten unter ihnen, welche besagt, dafs, wenn zwei Abschnitte einer Geraden 
einen Grenzpunct gemein haben, und auf verschiedenen Seiten desselben die 
beiden andern Grenzpuncte liegen, der zwischen diesen andern begriffene Ab- 
schnitt der Summe der zwei ersten Abschnitte gleich ist. Oder allgemeiner, 
und in Zeichen ausgedrückt: Sind A, B, C drei Puncte einer Geraden, so 
ist immer, in welcher Ordnung auch die drei Puncte in der Geraden auf ein- 


ander folgen mögen: 

AB-+ BU— A4C, 
dafern nur auf die durch die Stellung der Buchstaben in den Ausdrücken der 
Abschnitte bestimmten Richtungen und auf die dadurch bedingten Vorzeichen 
der Abschnitte gehörige Rücksicht genommen wird. 

Ungeachtet dieser grofsen Einfachheit der Longimetrie sind doch bereits 
mehrere sehr merkwürdige in ihr Gebiet gehörige Untersuchungen geführt 
worden. Schon in den mathematischen Sammlungen des Pappus (7. Buch) fin- 
det sich eine lange Reihe von Sätzen, Relationen zwischen Abschnitten einer 
Geraden betreffend, und die neueren Geometer haben theils diese Sätze er- 
weitert, theils neue hinzugefügt. 

In der letztvergangenen Zeit ist es mir glungen, diesen Sätzen eine 
noch gröfsere Erweiterung zu geben, indem ich auf eine Methode gekommen 
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bin, durch welche zu jedem auf ein System von Puncten in einer Geraden 
sich beziehenden Satze ein entsprechender Satz für ein System von Puncten 
in einer Ebene gefunden werden kann. Ich gelangte hierzu durch die Be- 
trachtung, dafs, wenn zwischen mehrern Abschnitten einer Geraden eine Glei- 
chung bestehen soll, und wenn die Grenzpuncte aller Abschnitte bis auf einen 
unmittelbar gegeben sind, dieser eine Punct durch die Gleichung bestimmt, 
deshalb aber nicht immer construirbar ist, indem es geschehen kann, dafs 
sein Abstand von einem der gegebenen Puncie, und somit auch von allen 
übrigen, von complexer Form, und er selbst folglich in der Geraden imaginär 
wird. Man weils aber jetzt, dafs ein solcher Punct zwar nicht in der Gera- 
den, in welcher er eigentlich liegen soll, aber doch in einer durch die Gerade 
zu legenden Ebene als ein reeller Punct construirt werden kann. Ist näm- 
lich A einer der in der Geraden gegebenen Puncte, P der gesuchte, und 
findet sich der Abschnitt AP —= x-yy-I, so ist P derjenige Punct der 
Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten —= x und y in Bezug auf die Ge- 
rade, als Axe der Abscissen, und den Punct A, als Anfangspunct, sind. 

Man kann hierdurch veranlafst werden, gleich von vorn herein die 
Grenzpuncte aller in der Gleichung vorkommenden Abschnitte als imaginäre 
Puncte der Geraden und somit als reelle Puncte der Ebene zu betrachten. 
Die Gleichung selbst wird bei dieser Ansicht eine, oder vielmehr zwei Rela- 
tionen ausdrücken, welche einer ebenen Figur zukommen und derjenigen Re- 
lation entsprechen, welche dieselbe Gleichung ursprünglich in Bezug auf ein 
System von Puncten in einer Geraden darstellt. 

Um diese zwei Relationen für die Ebene zu erhalten, könnte man die 
Abstände der Grenzpuncte der Abschnitte von einem und demselben Puncte 
der Geraden, als Anfangspuncte, = x -+yy—1, «&—+y’y—1, u. s. w. setzen, 
wodurch die Abschnitte selbst, als Differenzen je zweier dieser Abstände gleich- 
falls von complexer Form würden. Die Substitution dieser complexen Aus- 
drücke für die Abschnitte in der Gleichung zwischen letztern gäbe alsdann 
ein Resultat von der Form: X+ Yy-1=0, wo Ä, so wie Y, eine reelle 
Function der Coordinaten x und y, x’ und y’, u.s. w. der Puncte der ebenen 
Figur ist. Die zwei Relationen selbst aber würden X=0 und Y=0 sein. 
— Indessen kann man einen für die Mehrzahl der hierher gehörenden Re- 
lationen ungleich geeigneteren Weg einschlagen, um von der Geruden durch 
das Gebiet des Imaginären zu der Ebene zu gelangen. Folgendes ist eine 
nähere Bezeichnung dieses Weges. | 
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Sind A und B zwei Puncte einer Ebene, so unterscheide man den 
reellen und den complexen Werth der Strecke AB. 


Zur Angabe des reellen Werthes ist zuvor eine Linien-Einheit festzu- 
setzen, und von den zwei Richtungen, nach denen die durch A und B zu 
legende gerade Linie durchgangen werden kann, zu bestimmen, welche die 
positive sein soll. Der reelle Werth von AB ist alsdann die Zahl, nach welcher 
AB von der Linien-Einheit gemessen wird, und diese Zahl ist positiv oder 
negativ zu nehmen, jenachdem die Richtuug von A nach B die positive oder 
die negative Richtung der Linie ist. 


Um den complexen Werth der Strecke angeben zu können, mufs nächst 
den vorigen zwei Stücken eine beliebige Richtung in der Ebene als Normal- 
richtung, und von dem doppelten Sinne, nach welchem eine Linie in der Ebene 
gedreht werden kann, der eine als der positive vorher noch festgesetzt wer- 
den. Nach diesen Bestimmungen ist der complexe Werth von AB gleich dem 
reellen Werthe von AB, multiplieirt in eine gewisse Function des Winkels 
der Linie AB mit der Normalrichtung, d. i. des Winkels, um welchen eine 
Linie, welche die Normalrichtung hat, in positivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre Richtung mit der positiven Richtung der Linie AB identisch 
wird. Die Winkelfunction aber ist, wenn « den Winkel bezeichnet, die be- 
kannte: cos@+y—1.sin«, die im Folgenden kurz durch Y(«) ausgedrückt 
werde. — Bezeichnen wir daher den reellen Werth der Strecke AB einfach 
mit AB, ihren complexen Werth aber mit [4B], und eine Linie, welche die 
Normalrichtung hat, mit x, so ist 

[AB] = AB.y(r'AB). 

Hieraus ist zunächst leicht ersichtlich, dafs für je drei beliebige Puncte 

A, B, C der Ebene 

[AB] [BC] — [4C] 

ist. Denn in Folge der Natur der Function g drückt diese Gleichung nichts 
Anderes aus, als dafs, wenn man die Puncte A, B, C das einemal auf die 
Linie x, das anderemal auf eine in der Ebene auf x perpendiculare Linie 
rechtwinklig projieirt, in dem einen, wie im andern Falle die Summe der 
Projectionen von AB und von BC der Projection von AC gleich ist. Zwischen 
den complexen Werthen der gegenseitigen Abstände irgend dreier Puncte in 
einer Ebene besteht demnach dieselbe einfache Relation, als wie zwischen den 
reellen Werthen der Abstände, wenn die drei Puncte in einer Geraden liegen. 
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Da nun, wie schon im Eingange bemerkt worden, jede zusammengesetztere 
Relation zwischen Abschnitten einer Geraden als das Resultat der Verbindung 
solcher einfachen Gleichungen zwischen den gegenseitigen Abständen dreier 
Puncte anzusehen ist, und da dieselben einfachen Gleichungen auch zwischen 
je drei Puncten der Ebene Statt finden, nur dafs hier die complexen Werthe 
der Abstände statt der dortigen reellen zu setzen sind: so mufs jede identische 
Gleichung zwischen den gegenseitigen Abständen von Puncten in einer Gera- 
den auch dann noch bestehen, wenn man die Puncte in einer Ebene beliebig 
liegend annimmt, die Abstände aber nicht mehr in reeller, sondern in com- 
plexer Bedeutung gelten läfst. Durch weitere Entwickelung der also aufge- 


fafsten Gleichung, was insbesondere mit Anwendung der bekannten Eigen- 
schaften der Function p: 


(0).9(P)=Yla+ß) und F9— pa —Pß) 
p(ß) 
zu bewerkstelligen sein wird, reducirt sich die Gleichung, wie im Obigen, auf 
die Form A+Yy-1=0, und die Gleichungen X—=0, Y= 0 liefern die 
gesuchten Beziehungen. 

Nachstehende zwei Beispiele werden den Gegenstand in ein noch hel- 
leres Licht seizen. Dabei werde ich zugleich Gelegenheit nehmen, den Ge- 
brauch eines Algorithmus für Winkel zu zeigen, der demjenigen entspricht, 
dessen ich mich zuerst in meinem „barycentrischen Calcul” für Linien, Drei- 
ecksflächen und Tetraäder bedient habe, eines Algorithmus, der mit An- 
wendung von Zeichen für Dinge, denen keine Gröfse, blofs Lage zukommt, 
die arithmetischen Beziehungen zwischen den Theilen der Figur durch Formeln 
darstellt, welche für alle denkbaren Lagen der Theile Gültigkeit haben. Baryc. 
Calc. S. XIV. 

Reduction eines Vierecks auf ein Dreieck. 
Sind A, B, ©, D vier beliebige Puncte einer Geraden, so ist 
BU—=BD-CD, CA=CD-AD, 4B=AD-—BD. 

Multiplieirt man diese drei Gleichungen resp. mit AD, BD, CD, und 

addirt sie hierauf, so kommt 


AD.BC+ BD.CA+CD.AB — 0. 


Es mufs daher auch, wenn vier Puncte A,..D irgendwie in einer 
Ebene liegen, die Relation bestehen: 


(1)  [4D][BC]+[BDJ[CA]+[CD]TAB] = 0. 
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Nun ist 
[AD] = AD.y(x'AD) und [BC] = BC.y(x'BC). 
folglich 
[4D][BC] = AD.BC.y(z'AD- x“ BC): 
und ähnlicher Weise lassen sich die beiden andern Glieder in (1) umformen. 
setzt man daher der Kürze willen 
(2) AD.BC=p, BD.CA=g, CD.AB—r und 
8) ="4D+x'BC=ce 2°BD+rC4=P, x’ CD-+.'4B—= y, 
so verwandelt sich (1) in 
pP. pia)+g.p(P)+r.y(y) =d, 
eine Gleichung, die durch Trennung ihres reellen Theils vom imaginären in 
die zwei zerfällt: 
(4) pcosa-+gcosß--rcosy — (0, 

psine + gsinß +rsiny — (0. 

Seien nun, um dieses Resultat anschaulich auszudrücken, /, g, A drei 
in einer Ebene liegende und sich nicht in einem Puncte schneidende Gerade, 
welche mit einer vierten Geraden » der Ebene Winkel bilden, die resp. 
—=c, P, y sind. Man nenne die Durchschnitte von g mit A, von A mit f, 
von f mit g resp. F, @, H, so ist 

(5) vGH=co, vVHF—=P, vF@G—=y. 

Nächstdem hat man [@H]--[HF]-+ [F@]=0, d.i., wenn man v 

zur Normalrichtung nimmt: 


GH.y(e)+ HF.p(ß)+F@.p(y) = 0. 
eine Gleichung, die sich, wie die vorige p.p(@)-++-—0, in die zwei spaltet: 
GHecos@a + HF'cosß-+ FG cosy 0, 
GH sine + HF sin $+ F@ siny 0. 
Hieraus aber und aus (4) folgt @H: HF: FG = sin (y—P):sin(e—y): 
sin(?—0e)=p:g:r, also 
(6) GH:HF:FG —= AD.BC:BD.CA:CD.AB. 
Ferner ist nach (5) und (3) zu schliefsen: 





| 


| 


FG —vHF — x CD w AB— x’BD — «’CA. 
Sowie aber allgemein, wenn 4, 5, c drei in einer Geraden liegende 


Puncte bedeuten, ac — ab = be ist, so ist mit gleicher Allgemeinheit, wenn 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 3. 30 





234 15. Moöbius, Geometrisches. 


a, b, e drei ın einer Ebene enthaltene Gerade vorstellen: 
ac— ab — b’c. 
Hiermit redueirt sich die vorige Gleichung auf 
HE FG — BDCD 1C4AB— CA CD +BDAB, 
und eben so hat man nach (5) und (3) noch 

FG GH —= CD AD-- AB’ BC = AB AD- CD’BC, 

GH HE — AD BD- BC’ CA —= BC BD- AD'CA. 
Construirt man daher zu einem Viereck ABCD ein Dreieck FGH, 


dessen Seiten die aus den Winkeln im Viereck durch (7) bestimmten Winkel 
mit einander machen, so verhalten sich nach (6) die Seiten des Dreiecks 


() 


wie die Producte p, 9, r aus den Seiten und Diagonalen des Vierecks. Es 
wird daher auch umgekehrt von diesen drei Producten bei einem Viereck 
ein jedes, absolut genommen, kleiner als die Summe der beiden übrigen sein, 
so dafs man mit Linien, die ihnen proportional sind, ein Dreieck beschreiben 
kann; und in diesem Dreieck werden die Winkel die in (7) angegebenen 
Werthe haben, oder auch, nach dem Sinne, in welchem das Dreieck verzeichnet 
worden, den Ergänzungen dieser Werthe zu 360° gleich sein. 

Immer aber sind bei den Formeln (6) und (7), wenn sie allgemeine 
Gültigkeit haben sollen, die positiven Richtungen der in ihnen vorkommenden 
Linien gehörig zu berücksichtigen. Ursprünglich können die positiven Rich- 
tungen der sechs je zwei der vier Puncie A, B, EC, D verbindenden Ge- 
raden, ingleichen die von einer der Seiten des Dreiecks, es sei von @H, 
nach Belieben gewählt werden. Hiernach bestimmen sich die Vorzeichen der 
sieben Abschnitte AD, BD, ... AB und GH, und damit nach (6) die Vor- 
zeichen, also auch die positiven Richtungen von HF und F@. Hiermit aber 
sind. wenn wir noch den positiven Sinn der Drehung in den Ebenen des 
Vierecks und des Dreiecks festgesetzt haben, die in (7) enthaltenen Winkel 
vollkommen bestimmt. Es bedeutet nämlich HF’FG den Winkel, um welchen 
die durch 4 und F' zu legende Gerade in posilivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre posilive Richtung mit der positiven Richtung der durch F' und @ 
zu legenden Geraden einerlei wird; und Analoges gilt von den übrigen Winkel- 
Ausdrücken. — Bemerken wir noch, dafs hiernach bei allen den Ausdrücken 
AD, BD, ...- FG die Aufeinanderfolge der zwei Buchstaben eines jeden 
in der Proportion (6) wohl zu beachten ist, nicht mehr aber in den Glei- 
chungen (7). Denn in (6) haben die Strecken @H und HG entgegenge- 
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setzte Werthe; dagegen wird in (7) durch @H eben so gut, als durch HG, 
eine durch @ und H zu legende Gerade ausgedrückt. 

Am einfachsten ist es nun, die positiven Richtungen der sieben Geraden 
AD, BD,... AB und @H so zu bestimmen, dafs die gleichnamigen Aus- 
drücke ihrer Abschnitte in (6) positiv werden, also die positive Richtung in 
AD von A nach D gehend, u. s. w. anzunehmen. Damit werden auch die 
Abschnitte HF' und FG positiv, folglich die Richtungen von H nach F' und 
von F' nach @ positiv. 

Da auf solche Weise in den Winkelgleichungen, wie sie in (7) ge- 
schrieben worden, die durch die Aufeinanderfolge der Buchstaben ausge- 
drückten Richtungen insgesammt positiv genommen werden können, so können 
wir. den Begriff der posztiven Richtung ganz beseitigend, die Winkel-Aus- 
drücke in diesen Gleichungen auch also deuten, dafs wir PO RS als den 
Winkel nehmen, um welchen die Linie PQ@ in positivem Sinne gedreht werden 
mufs, bis ihre durch die Stellung ihrer Buchstaben ausgedrückte Richtung von 
P nach Q mit der durch die Stellung der Buchstaben der andern Linie aus- 
sedrückten Richtung von A nach S identisch wird. 


Hiernach aber sind wir zugleich in den Stand gesetzt, den Winkel- 
gleichungen eine leichter aufzufassende Form zu geben. Berücksichtigen wir 
nämlich, dafs PQ°'OP nach voriger Erklärung —= 180° ist, und drücken wir 
den Winkel PO’PR einfach, und wie es gewöhnlich ist, durch OPR aus. 


so wird 


HF FG = HF FH-- FH FG = 180° HF6G, 
BD'CD = 180’+ DB'CD = 2.180’ DB'DC = BDC, 
CA’ AB — 180’ + AC’ AB = 180°-- CAB, u. s. w. 
und die Gleichungen (7) reduciren sich damit auf 
HFG = BDC--CAB= 4CD+ DBA, 
(8) FGH—=CDA- ABC= BAD--DCB, 
GHF= ADB--BCA= CBD-DAGC; 
wofür wir auch, weil CAB-+ BAC—= AC’ AB-+ AB AC— AC AC—=0, u.s. w. 
ist, schreiben können: 
HFG —= BDC— BAC —= DBA— DCA, 
(8*) FGH=CDA—-CBA—= DCB— DAB, 
GHF—= ADB — ACB = DAC— DEE. 
30 * 
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Während wir also die Aufeinanderfolge der Buchstaben bei deren 
paarweisen Verbindungen anfänglich nur in der Gleichung (6) zwischen Ab- 
schnitten, nicht mehr aber in den Winkelgleichungen (7) zu beachten halten, 
kommt jetzt, umgekehrt, die Stellung der Buchstaben blofs bei letztern Glei- 
chungen in Betracht und kann bei erstern ganz vernachlässigt werden, indem 
es bei der Construction des Dreiecks F@H mittels der Seiten desselben blofs 
auf die absoluten Werthe der Producte p, g, r ankommt, denen die Seiten 
proportional sein sollen; und wir sind somit, ohne dafs die allgemeine An- 
wendbarkeit der Gleichungen in Etwas beeinträchtigt würde, einer vorläufigen 
Bestimmung der positiven Richtungen der Linien ganz überhoben. 


Übrigens müssen die Gleichungen (8) und (8*), die wir unter der 
Hypothese entwickelten, dafs die sieben durch AD, ... AB und GH aus- 
gedrückten Richtungen insgesammt positiv seien, auch unter jeder andern Hy- 
pothese über diese Richtungen sich wieder finden. Nehmen wir z.B. von 
jenen sieben Richtungen CA negativ an und lassen die sechs übrigen positiv, 
so wird nach (6) AH negativ. F@ aber bleibt positiv. Damit ist in den 
Gleichungen (7), um die zuletzt gegebene Definition eines Winkel-Ausdrucks 
auf sie anwendbar zu machen, ACÜ und FH statt CA und HF zu schreiben. 
Die erste und die dritte derselben, denn nur hierin kommen diese Richtungen 
vor, verwandeln sich dadurch in 


FH FG — BD'CD + ACAB=«.., 
GH FH — AD'BD-+ BC AC=.-., 





und man sieht von selbst, wie diese Gleichungen mit den entsprechenden in 
(5) übeinstimmen. 


Das Resultat endlich, das durch (6) und (8) oder (8*) ausgedrückt 


wird. liefse sich etwa also in Worte fassen: 


Hat man ın einer Ebene vier Puncte (A, B,C, D) und multipkeirt 
den gegenseitigen Abstand je zweier derselben nit dem gegenseitigen Ab- 


stande der jedesmal zwei übrigen, so kann man mil Linien, welche den 
drei erhaltenen Producten proportional sind, ein Dreieck (FGH) con- 
struiren. Jeder Winkel (wie F') dieses Dreiecks aber ist dem Unter- 
schiede der Winkel gleich, unter welchen von den zwei Abständen 
(DA und BC), deren Product der dem Winkel gegenüberliegenden Drei- 
ecksseite (GH) proportional ist, der eine Abstand von den Endpuncten 
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des andern aus (BC von D und A aus oder, welches gleichviel ist. DA 
von B und Ü aus betrachtet) erscheint. 


Hieran knüpft sich unmittelbar die merkwürdige Folgerung: Sind bei 
einem ebenen Viereck von den drei Verhältnissen zwischen den gedachten 
drei Producten und von den gedachten drei Winkeldifferenzen, sind von 
diesen sechs Stücken irgend zwei gegeben, so kann man daraus die vier 
übrigen finden, — ganz eben so, wie man bei einem Dreieck aus irgend 
zweien der sechs Stücke, nämlich der drei Verhältnisse zwischen den Seiten 
und der drei Winkel, die vier übrigen bestimmen kann. 

sine besondere Erwähnung dürften noch die nachstehenden zwei spe- 
ciellen Fälle verdienen. 

1. Sind drei der vier Puncte A, ... D, etwa A, B, Ü gleichweil 
von einander entfernt, ist also D irgend ein Punct in der Ebene eines gleich- 
seitigen Dreiecks ABC, so verhalten sich die Producte p, 4, r wie AD, 
BD, CD. Man kann folglich alsdann mit AD, BD, UD selbst ein Dreieck 
construiren, und die Winkel dieses Dreiecks werden resp. = BDU— BAC, 
u.s. w. sein. 

2. Sind P, Q, R, S vier Puncte eines Kreises, so ist, jenachdem 
R und S auf einerlei, oder verschiedenen Seiten der Geraden PO liegen. 
der Winkel-Unterschied PRO— PSO entweder = 0, oder = 180, — 
vorausgesetzt immer, dafs alle in derselben Ebene enthaltenen Winkel nach 
einerlei Sinne gerechnet werden. 


Liegen daher die vier Puncte A, B, C, D in einem Kreise, und zwar 
C und D auf verschiedenen Seiten von AB, so ist BDCE— BAU — 0. 
CDA— CBA=0, ADB— ACB = 180°; folglich pach (8*) 


1) HFG=0, 2) FGH=0, 3) GHF— 18%". 


Wegen 1) haben FH und F@ einerlei Richtung, desgleichen @F' und @H 
wegen 2). Mithin, und wie auch schon aus 3) allein folgt, liegen jetzt #F), 
G, H in gerader Linie, H zwischen F'und @; und es ist daher in absolutem 
Sinne, d. h. abgesehen von der durch die Stellung der Buchstaben angedeu- 
teten Richtung: @H-- HF = FG. Hieraus aber folgt nach (6) die allbe- 
kannte Gleichung zwischen den Seiten und Diagonalen eines in einen Kreis 
beschriebenen Vierecks: 


AD.BC-+BD.CA = CD.AB. 
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Harmonische Lage von vier Puncten in einer Ebene. 


Wenn wir in der zu Anfange des vorigen Artikels aufgestellten zwischen 
je vier Puncten einer Geraden gültigen Gleichung zwei der drei Producte, 
deren Summe null war, etwa die zwei ersten, einander gleich setzen, also 


(1) 4AD.BC — BD.CA 
annehmen, so redueirt sich jene Gleichung auf 


(2) 2BD.CA — BA.CD. 


Bezeichnet ferner M den Mittelpunct von AB, also einen dergestalt 
in der Geraden liegenden Punct, dafs 


(3) MA-MB=0 
ist, so hat man 
AD—= MD— MA, BC = MC — MB = MC-+MA, 
BD= MD— MB= MD- MA, C4—= MA— ME. 
Mit diesen Werthen für AD, BC, u.s. w. geht (1) über in 
(4) MA = MC.MD. 
Eine andere Form, die man der Gleichung (1) geben kann, ist 


(CA— CD)CB — (CD CB)CA, 





2CA.CB —= CD(CA-CB,, 
oder, weil CA+CB—=CM-MA+CM-+MB=?RCH ist, 

65) CA.CB=CD.CN; 
und solcher Umwandlungen von (1) liefsen sich noch verschiedene andere 
bewerkstelligen. 


Wenden wir auf die jetzt gemachten die im Obigen erörterte Methode 
an. so wird, wenn man zu drei nicht in einer Geraden liegenden Puncten 
A, B, C einen in ihrer Ebene begriffenen Punct D so bestimmt, dafs 


[1] [ADI[BC] = [BD][CA] 


ist, — so wird dann auch 


[2] 2[BD][CA] = [BA][CD) 
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sein; und wenn man einen Punct M hinzufügt, so dafs 
so wird man noch 
[4] [MA — [MC]LMD) 

und [5] I[CA][CB]) = [CD][CM] haben. 

Nun wird durch die Gleichung (1), die man auch in Form der 
Proportion 

CA:CB = — DA:DB 

schreiben kann, ausgedrückt, dafs die Linie AB in CE und D nach Verhält- 
nissen getheilt wird. deren Exponenten einander gleich und entgegengesetzt 
sind. Bekanntlich ist dieses die Definition der harmonischen Theilung von 
AB in EC und D, sowie von ÜD in A und B. Man wird daher auch sagen 
können, dafs zwei in einer Ebene enthaltene Paare von Puncten, A und 3, 
C und D, eine harmonische Lage gegen einander haben, wenn zwischen den 
complexen Werthen der Abstände der Puncte des einen Paares von denen 
des andern die Gleichung [1] besteht. Und so wie die aus (1) fliefsenden 
Gleichungen (2). (4), (5) noch andere Eigenschaften zweier in einer Gera- 
den harmonisch liegenden Paare von Puncten ausdrücken, so werden durch 
[2]. [4], [5] die entsprechenden Eigenschaften zweier harmonischen Paare 
in einer Ebene dargestellt werden. 


Es ist jetzt noch übrig die reelle Bedeutung von [1]...[5] zu ent- 
wickeln. — Die Gleichung [1] ist identisch mit 


[CB][DA] __ 


() Teams) 








Es ist aber 


[CB] __CB.gy(ax“CB) _ CB 
bon rn en = gg y(CA CB), und eben so 








ID = pr DB'DA) Damit verwandelt sich («@) in 
CB DA 
(b) TI DB PO =- 1, wo 


a—= C4'CB-+ DBDA=CACB-— DA DB. 
Die Gleichung (5) kann aber nicht anders bestehen, als wenn ya 


einen reellen Werth hat, also entweder = 1 oder — 1, und damit « entweder 
— 0, oder — 180’ ist. Beide Hypothesen führen zu demselben Resultate. 








240 15. Möbius, Geometrisches. 


Nehmen wir die letztere an, so wird 
(ce) CB.DA=CA.DB und (d) CACB- DA DB —= 180. 


In Folge von (ec) können wir die Richtungen von CA, CB, DA, DB 
sämmtlich positiv sein lassen und alsdann, den im vorigen Artikel gegebenen 





Erörterungen gemäfs, statt (d) auch schreiben: 


() ACB-—- ADB — 180°. 


Die harmonische Lage der Punctenpaare A und B, C und D in 
einer Ebene wird hiernach durch die zwei Gleichungen (ec) und (e) be- 
dingt. Wegen (e) müssen die vier Puncle in einem Kreise liegen, und 
zwar Ü und D auf verschiedenen Seiten von AB, also en der Folge 4, C, 
B, D. Wegen (c) müssen die zwei Producte der gegenüberliegenden 
Seiten des Vierecks AUBD einander gleich sein. Auch kann statt (ec) die 
leicht aufzufassende Proportion 


CA:CB —= D4:DB oder AC:4AD — BC: BD 


gesetzt werden. 


Was nun die übrigen Eigenschaften der harmonischen Lage betrifft, so 
folgt zunächst aus der Gleichung [2]. wenn man sie ähnlicherweise wie [1] 
behandelt, aufser der Gleichheit der Winkel ABD und ACD und der daraus 
fliefsenden Kreislage der vier Puncte, dafs die Gleichung (2) auch für die 
Ebene gilt, und dafs somit das Product aus den Diagonalen des Vierecks ACBD 
doppelt so grofs als das Product des einen oder des andern Paars gegen- 
überliegender Seiten ist, — was auch unmittelbar aus der eben aufgestellten 
Definition der harmonischen Lage in Verbindung mit dem Satze am Ende des 
vorigen Artikels hervorgeht. 


Aus [3] ersieht man leicht, dafs M auch jetzt noch der Mittelpunct 
der Linie AB ist. — Die Gleichung [4] wird nach dem bei [1] gezeigten 
Verfahren: 


M A M A 
MC MD 





y(e\=1. wo «e—= MC’MA- MD MA. 


Nehmen wir hierin die Richtungen MA, MC, MD positiv, so mufls p(ae)=1, 
also «@—0 sein. Dies giebt die Winkelgleichung CMA = AMD und die 
Proportion MC: MA— MA:MD. Aus beiden in Verbindung folgt die Ähn- 
lichkeit und ähnliche Lage der Dreiecke OMA und AMD; und dasselbe mufs 
auch von den Dreiecken CMB und BMD gelten. 
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Auf gleiche Weise folgt endlich aus [5]. dafs auch die Dreiecke OMB 
und CAD, sowie CMA und EBD einander ähnlich und in ähnlicher Lage sind. 


Bei zwei in einer Ebene harmonisch liegenden Paaren von Punc- 
ten A und B, C und D sind demnach, wenn M den Mittelpunct des 
einen Paares AB bezeichnet, 


die Dreiecke OMA, AMD, CBD, ingleichen 
die Dreiecke OMB, BMD, CAD 


einander ähnlich und in ähnlicher Lage. 


Noch läfst sich aus der Gleichheit der Winkel UMA und AMD eine 
sehr einfache Construction folgern, um, wenn von zwei harmonischen Paaren 
von Puncten das eine Paar A und DB, und der eine Punet € des andern 
Paares gegeben sind, den andern Punct D) des letztern zu finden. Man be- 
schreibe nämlich durch A, B, CÜ einen Kreis, trage auf diesen von 3 aus 
einen Bogen BE, gleich und in gleichem Sinne mit dem Bogen CA, und 
lege durch & und den Mittelpunet M der Linie AB eine Gerade, so wird der 
zweite Durchschnitt derselben mit dem Kreise der gesuchte Punct D sein. 


Man kann den Punct D auch dadurch finden, dafs man in A und B 
an den Kreis zwei Tangenten legt und den gegenseitigen Durchschnitt der- 
selben, welcher #' heifse, mit € durch eine Gerade verbindet; denn diese 
wird den Kreis zum zweitenmale in D schneiden. — In der That sind nach 
dieser Construction die Dreiecke AFC und DFA, sowie die Dreiecke BFÜ 
und DF'B einander ähnlich; mithin 


AC:DA=FC:F4 und BC:DB=FC:FB, 
woraus, wegen FA= F'B, die Fundamentalproportion 
AC:DA = BÜC:DB 
folgt. 

Je zwei Puncte Ü und D eines Kreises, so schliefsen wir hieraus 
noch, welche mit zwei bestimmten Puncten A und B des Kreises in Har- 
monie sind, liegen demnach mit einem bestimmten Puncte F' in gerader 
Linie. — Rückt € unendlich nahe an A oder an B, so thut dasselbe, in 
Folge der Fundamentalproportion, auch 2), und es mufs daher, wie wir be- 


reits wissen, auch jede der beiden an A und B gelegten Tangenten den 
Punct F' treffen. 
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Auf ähnliche Art, wie die harmonische Theilung einer Linie, habe ich 
auch die Eigenschaften der Involution von sechs Puncten in einer Geraden 
auf die Ebene überzutragen gesucht. Die sehr merkwürdigen Resultate, die 
ich hierbei gefunden, so wie eine neue Art von Verwandischaft zwischen 
ebenen Figuren, eine Verwandtschaft, die sich mir durch Übertragung collinear 
verwandter Systeme von Punclen in einer Geraden auf die Ebene ergab, ge- 
denke ich später mitzutheilen und will hier nur noch bemerken. dafs aus die- 
ser neuen Verwandtschaft eben so. wie aus jeder der schon bekannten, eine 
besondere Classe von Aufgaben entspringt, und dafs die einfachste dieser Auf- 
vaben die bereits im vorigen Artikei erwähnte ist, wonach bei einem Viereck 
aus irgend zweien gewisser sechs Stücke jedes der vier übrigen gefunden 


werden kann. 
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16. 


Die Eigenschaften der Wellenflächen der zwei-axigen 
Krystalle, mittels der höhern Geometrie abgeleitet. 


(Von Herrn Paul Zech zu Tübingen.) 


Won die analytische Geometrie durch verwickelte Formeln zu einem 
im Verhältnifs einfachen Resultat kommt, so deutet das an. dafs man durch 
rein geometrische Betrachtungen leichter zum Ziel gelangt: und dabei hat die- 
ser zweite Weg den Vortheil der Ärschauung: ein Vortheil, der um so 
gröfser ist, wenn es sich um die Vorstellung einer Fläche handelt. In wie 
weit dieser Satz richtig sei. mag die folgende rein geometrische Untersuchung 
der Wellenfläche der zwei-axigen Krystalle als Beispiel zeigen. 

Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, sende ich zwei Bemerkungen 
voraus: 

Stellt man sich in einem Punct eines zwei-axigen Krystalls das Elasti- 
citäts-Ellipsoid construirt vor. und eine ebene Welle durch denselben Punct. 
so schneidet diese Welle das Ellipsoid in einer Ellipse, deren Axen die Rich- 
tung und Fortpflanzung der Schwingungen in der ebenen Welle bestimmen. 
Fresnel giebt jeder Schwingung eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit. gleich 
dem reciproken Werth der ihr parallelen Axe; die Theorie der Elastieität 
setzt die auf der Schwingung senkrechte Axe an die Stelle der parallelen; 
die Erfahrung hat bis jetzt darüber nicht entschieden: die Theorie ist kein 
Grund, von der gewöhnlicheren ersten Anschauung abzugeben, ich bleibe da- 
her bei F'rresnel’s Vorstellung. 

Der Name „optische A.ren’ wird verschieden gebraucht: entweder für 
die Senkrechten auf den Kreisschnilten des Elastieitäts-Ellipsoids, oder für 
die Axen der konischen Refraction. Bei geometrischen Betrachtungen könnte 
man den Namen ganz umgehen; allein da er sich durch seine Kürze empfiehlt, 
wende ich ihn an; und zwar für beide Paare von Axen,. da das eine Paar 
die gleiche geometrische Bedeutung für das Elastieitäts-Ellipsoid hat, wie das 
andere für dessen Polar-Ellipsoid: ich unterscheide daher „optische Axen des 
Klastieitäts-Ellipsoids” und „optische Axen seines Polar-Ellipsoids.’ 
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1. 

Wir gehen aus von folgenden Gesetzen der Physik: Innerhalb eines 
zwei-axigen Krystalls finden die Lichtschwingungen einer gegebenen ebenen 
Welle in zwei Ebenen von bestimmter Lage Statt. Stellt man sich nemlich 
durch einen Punct der ebenen Welle drei auf einander senkrechte Gerade vor, 
deren Richtung die der Haupi-Elasticitätskräfte des Krystalls und deren Länge 
(von dem Puncte aus) den Quadratwurzeln dieser Kräfte beziehungsweise 
proportional ist, und construirt über diesen drei Strecken, als Halb-Axen, ein 
Ellipsoid, so geben die Halb-Axen der Ellipse, in der das Ellipsoid von der 
ebenen Welle geschnitten wird, die Richtungen der der Welle zugehörenden 
Schwingungen (die somit in die Wellen-Ebene fallen), und ihre reciproken 
Werthe sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der ihnen parallelen Schwin- 
gungen in einer zur ebenen Welle senkrechten Richtung. Die Schwingungen 
bleiben sich parallel bei der Fortpflanzung. 

Der Kürze wegen bezeichne man mit #& das Elasticitäts-Ellipsoid, mit 
(0 seinen Mittelpunct, mit W eine ebene Welle durch ©, mit ON die Senk- 
rechte zu W in O, wobei N auf dem Ellipsoid E liegt. 

Das Ellipsoid & wird von zwei zur Ebene der mittlern und kleinsten 
Axe gleich geneigten Ebenen in Kreisen geschnitten, die auf einer concen- 
trischen Kugel mit einem Halbmesser gleich der mittlern Axe liegen. Die auf 
diesen Kreisschnitien senkrechten Durchmesser nenne man „optische Axen des 
Ellipsoids #” und bezeichne ihre Endpuncte mit AA’ und BB’, wobei A, B 
und A’, D’ symmetrisch zur kleinsten Axe liegen. 


2. 

W schneidet das Ellipsoid #& in einer Ellipse, deren Axen die Schwin- 
gungsrichtungen in WW bezeichnen. Zwei Radien dieser Ellipse von gleicher 
Gröfse liegen in den beiden Kreisschnitten von E; und da sie gleich sind, so 
werden ihre Winkel durch die Axen der Ellipse halbirt. Zwei Ebenen senk- 
recht zu diesen zwei Radien in @ gehen durch die optischen Axen und schnei- 
den sich in der Senkrechten ON zu W: die Winkel dieser zwei Ebenen 
werden halbirt durch die zwei Ebenen, deren jede die Senkrechte ON und 
eine Ellipsen-Axe enthält, oder durch die zwei Schwingungs-Ebenen der ebenen 
Welle W. Die Schwingungs-Ebenen einer ebenen Welle halbiren also die 
Winkel der zwei Ebenen durch die Senkrechte zur Wellen-Ebene und durch 
die beiden optischen Axen. 
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Construirt man durch die Senkrechte ON einen Kegel, der die optischen 
Axen zu Focal-Linien hat, so halbiren die Berührungs- und Normal - Ebene 
längs ON die Winkel der zwei Ebenen durch ON und die optischen Axen. 
Mit andern Worten: die Schwingungs-Ebenen einer ebenen Welle W sind 
die Berührungs- und Normal- Ebene an den Kegel durch die Senk- 
rechte ON, der die optischen Axen zu Focal-Linien hat, längs dieser 
Nenkrechten. 

Durch die Senkrechte ON giebt es zwei Kegel, die die optischen Axen 
zu Focal-Linien haben. Da sie homofocal sind. so schneiden sie sich unter 
rechten Winkeln; die Berührungs-Ebene des einen, längs ON, ist Normal- 
Ebene des andern. Umschliefst der eine Kegel A, mit einem und demselben 
Mantel die optischen Halb-Axen OA und VB, so umschliefst der andere A, 
mit Einem Mantel die optischen Halb-Axen OA’ und OB, oder OA und OB". 
Die Normal-Ebene längs ON an A, enthält die eine, die Normal-Ebene längs 
ON an K, die andere der Ellipsen-Axen, denen die Schwingungen parallel 
sind. Die Schwingungen sind, die eine normal zu Ä, tangentiell zu A,, die 
andere tangentiell zu Ä, und normal zu Ä,. 

Construirt man den Ergänzungskegel C, von K,. welcher durch die 
auf den Kanten von Ä, in © senkrechten Ebenen eingehüllt wird, oder, was 
dasselbe ist, die in O auf den Berührungs-Ebenen von A, senkrechten Gera- 
den zu Kanten hat, und nennt man „entsprechende Kanten” beider Kegel 
zwei Kanten, von denen jede auf der Berührungs- Ebene längs der andern 
senkrecht steht, so folgt, dafs eine Ebene durch zwei entsprechende Kanten 
Normal-Ebene zu beiden Kegeln ist. Stellt man sich die Kanten des Kegels 
C, begränzt durch das Ellipsoid £ vor, so ist die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der zu einer Kante des Kegels K, normalen Schwingung die reciproke 
Länge der entsprechenden Kante des Kegels C,; denn diese Kante ist nichts 
Anderes, als die Ellipsen-Axe, welcher die Schwingung parallel ist. 


>. 


Der Kegel K, hat die optischen Axen zu Focal-Linien; der Ergänzungs- 
kegel C, wird daher in Kreisen geschnitten, von Ebenen die senkrecht sind 
zu den optischen Axen, d. h. von denselben Ebenen, die das Ellipsoid E& in 
Kreisen schneiden. Und daraus folgt, dafs sich C, und E in einer Curve 
schneiden, die auf einer concentrischen Kugel liegt, d. h. ın einem sphä- 
rischen Kegelschnitt. 
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Denn schneidet man ein Ellipsoid durch eine concentrische Kugel. so 
liegt die Schnitteurve auf einem eoncentrischen Kegel. weil Ellipsoid und Kugel 
die unendlich ferne Ebene als gemeinschaftliche Polar-Ebene ihres Mittelpunets 
haben. Diese drei Flächen vom zweiten Grade gehen durch dieselbe Curve, 
folglich haben ihre Schnitte durch eine beliebige Ebene vier Puncte gemein. 
Das Ellipsoid und die Kugel werden von einer Ebene durch den Mittelpunct, 
die das Ellipsoid in einem Kreise schneidet. in zwei concentrischen Kreisen 
geschnitten, also der Kegel in einem Kegelschnitt, welcher zwei gemein- 
schaftliche Sehnen mit diesen zwei concentrischen Kreisen hat, ihnen also 
ähnlich und concentrisch, d.h. ebenfalls ein concentrischer Kreis ist (der sich 
hier aul einen Punet redueirt). Hat man also einen Kegel, der von denselben 
Ebenen wie ein Ellipsoid in Kreisen geschnitten wird und ihm concentrisch 
ist. so kann man ihn sich dadurch entstanden vorstellen. dafs man durch die 
Schnittlinie des Ellipsoids und einer bestimmten concenlrischen Kugel einen 
concentrischen Kegel legt. 

Alie Kanten des Kegels C, sind also, soweit sie innerhalb des 
Ellipsoids füllen, gleich lang; oder alle zu K, normalen Schwingungen 
pflanzen sich mit derselben Geschwindigkeit fort. Dasselbe gilt vom Kegel 
K, und seinem Ergänzungskegel ©, 


A. 


Stellt man sich in einem Punct eines zwei-axigen Krystalls ebene Wel- 
len von allen möglichen Stellungen vor, so finden in jeder zwei auf einander 
senkrechte Schwingungen in bekannten Richtungen Statt. Bei der Fortpflan- 
zung Irennt sich jede ebene Welle W in zwei-neue W, und #,. deren 
jede nur Eine Schwingung enthält. Nach einer bestimmten Zeit haben W, 
und ##, bekannte Stellungen eingenommen, und die von allen diesen Ebenen 
eingehüllte Fläche heilst „Wellenfläche der zwei-azrigen Krystalle’ 

Die Wellenfläche ist damit vollkommen bestimmt. Um jedoch ein an- 
schauliches Bild von ihr zu bekommen, suche man sie durch Puncte zu be- 
stimmen, indem man für eine beliebige Berührungs-Ebene den Berührungs- 
punct sucht. 

Wir setzen in der Nähe der Normale ON zu W eine Normale ON’ 
zu einer andern Welle W', so dafs ON und ON’ auf demselben Kegel ÄK 
liegen, der die optischen Axen zu Focal-Linien hat. W und W’ rücken in 
einer bestimmten Zeit um dieselbe Länge vor, wenn man nur die Schwin- 

















Rees. 

















re ee FUN TRRRENREDE SEE 


Re En arena. 








16. Zech, von der Wellenfläche zwei-axiger Krystalle. 247 


gungen senkrecht zu A betrachtet: nemlich um die reciproke Länge der 
Kanten des Ergänzungskegels von A. Ihre Spuren auf ON und ON’ seien 
M und M', ihre Spuren in der Ebene NON’ seien HM" und M"M': dann 
ist OMM"M' ein bei M und M’ rechtwinkliges Viereck mit zwei Paaren glei- 
cher in ®O und M" zusammenstofsender Seiten; und die Schnittlinie der neuen 
Wellenlagen ist senkrecht zur Ebene NON’ in M". Rückt ON’ näher an 
ON, so bleibt dieser Satz richtig; und fällt ON’ und ON zusammen, so ist 
NON’' Berührungs-Ebene an ÄK längs ON, M" fällt mit AM] zusammen und 
die Senkrechte in M”, als Schnittlinie zweier unendlich nahen Berührungs- 
Ebenen an die Wellenfläche, enthält den Berührungspunet: es biegt daher 
dieser in der Normal- Ebene zu K längs ON, und daher auf der W 
für den Kegel K zukommenden Schwingungsrichtung. 

Um auf dieser Geraden den Berührungspunct zu finden, führe man ein 
Ellipsoid E ein, welches durch die Polar-Ebenen aller Puncte des Ellipsoids # 
in Beziehung auf eine concentrische Kugel vom Halbmesser, gleich der Längen- 
Einheit, eingehüllt wird. Der Pol einer Berührungs-Ebene an K ist der 
Punct, wo die Polar-Ebene des Berührungspuncts das Ellipsoid & berührt, 
und liegt auf der Senkrechten von © auf die Berührungs-Ebene an K&. Man 
wende diesen Satz an. 

Wir stellen uns den Schnitt des Ellipsoids & und der Normal -Ebene 
zu K durch ON und die entsprechende Kante OS vor, 8 liege auf dem 
Ellipsoid E, T’ sei seine Polar-Ebene. Da OS Axe einer auf ON senk- 
rechten Ellipse ist, so steht die Tangente an diese Ellipse in S senkrecht 
auf der Ebene NOS, also die Berührungs-Ebene an E in S senkrecht auf 
derselben Ebene, folglich liegt die Senkrechte von @ auf diese Berührungs- 
Ebene, in der Ebene NOS‘, also der Berührungspunct #2’ der Polar- Ebene 
T’ von S und des Ellipsoids E& ebenfalls in der Ebene NOS. 7’ schneide 
OS in M': so ist OM' die reciproke Länge von O8, also 7’, eben so weit 
vom Ursprung entfernt als die auf ON senkrechte Berührungs- Ebene T an 
die Wellenfläche, welche ihre Schwingung in der Ebene NOS hat. Schneidet 
T die Senkrechte ON zuW in M, so fällt, wenn man das Dreieck OM’R' 
in seiner Ebene um O um einen rechten Winkel dreht (in der Richtung gegen 
die OS entsprechende Kante ON), M’' auf M und R’ auf einen Punct A, 
welcher der Berührungspunct der Ebene 7’ mit der Wellenfläche ist. 

Denn es sei ON’ in der Ebene NOS eine Wellennormale in der 
Nähe von ON, O8’ ihre entsprechende Kante, die im Allgemeinen nicht in 
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NOS liegt. Die Polar-Ebene T’ von 8’ schneide M'R’ in 0', die auf ON’ 
senkrechte Berührungs-Ebene 7 an die Wellenfläche schneide MR, die Senk- 
rechte auf ON in M, im Puncte ©. T und T’ haben denselben Abstand 
vom Mittelpunet @, aber T’ ist nicht senkrecht auf NOS, daher ist MQ 
verschieden von M’Q'. Je mehr aber ON’ sich ON nähert, um so mehr 
nähert sich der Winkel von T’ und NOS einem Rechten, und es streben 
daher M'O' und MQ derselben Länge zu. Fällt ON’ mit ON zusammen, so 
ist O' der Berührungspunet R’ von T’ mit &, und @ der Berührungspunct R 
von T mit der Wellenfläche; die Dreiecke OM’'R’ und OMR sind congruent. 
Nun ist aber die Berührungs-Ebene 7’ an & in A’ senkrecht zu O8 
(als Polar-Ebene von 8). also senkrecht zur Ebene NOS, mithin ist die 
Tangente in #t’ an eine auf NOS senkrechte Ellipse des Ellipsoids E senkrecht 
auf OR’, oder OB ist eine Axe dieser Ellipse, die auf OR senkrecht steht. 
Zieht man also einen beliebigen Radius und schneidet auf ihm 
die Länge einer Axe der auf dem Radius in O senkrechten Ellipse des 
Polar-Ellipsoids ab, so hat man einen Punct der Wellenfläche. 


3. 


Aus dem Polar-Ellipsoid € läfst sich daher die Wellenfläche punct- 
weise finden, und es leuchtet ein, dafs sie die drei Haupt-Ebenen der beiden 
Ellipsoide zu Symmelral-Ebenen hat und mit beiden concentrisch ist. 

Es seien «>b>e die drei Halb-Axen des Polar-Ellipsoids &. Von 
einer concentrischen Kugel vom Halbmesser 5 wird € in zwei Kreisen ge- 
schnitten. Die Senkrechten auf diese Kreisschnitlte in O nenne man „opti- 
sche Axen des Ellipsoids €.” Man stelle sich die zwei Reihen von Kegeln vor, 
die diese Axen zu Focal-Linien haben und die sich senkrecht durchschneiden. 
Die erste Reihe von Kegeln %, schliefsen mit einem und demselben Mantel 
zwei optische Halb-Axen des Ellipsoids & ein, welche symmetrisch zur Axe c 
liegen; die zweite Reihe von Kegeln k, zwei optische Halb-Axen, welche 
symmetrisch zur Axe «# liegen. Oder anders ausgedrückt: die erste Reihe 
hat ihre eingeschlossene Axe in der Axe c, die zweite in der Axe a. Die 
erste Reihe schneidet die Ellipse (@,c) zwischen einer grofsen Halb- Axe « 
und einer optischen Halb- Axe, die zweite Reihe schneidet dieselbe Ellipse 
zwischen einer optischen Halb-Axe und einer kleinsten Halb-Axe ce. 

Die Ergänzungskegel der ersten Reihe %, haben daher eine Kanten- 
länge —>c und <d, die der zweiten 4,5 und <a; mit andern Worten: 
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die Puncte der Wellenfläche auf der ersten Reihe von Kegeln %, haben eine 
Entfernung vom Mittelpuncet zwischen ce und db, die auf der zweiten Reihe 
von Kegeln A, zwischen d und a. Die Puncte auf jedem Kegel sind gleich 
weit vom Mittelpunct entfernt, liegen also auf einem sphärischen Kegelschnitt. 

Um ein ganz bestimmtes Bild zu gewinnen, betrachte man eine Hälfte 
des Polar-Ellipsoids E mit dem Haupischnilt (a,5) als horizontale Basis, die 
Halb- Axe c verlical nach oben. Man bezeichne durch OX, OY, 0Z die 
Richtungen der Halb- Axen u, 5, ce. 

Der weiteste Kegel der ersten Reihe %, ist die Basis selbst. die Kanten- 
länge des Ergänzungskegels ist c; die Wellenfläche beginnt also mit einem 
Kreise vom Halbmesser ce in der Basis. Die folgenden Kegel k, bewegen 
sich, langsamer in der Richtung 0X, schneller in der Richtung OY. Die 
sphärischen Kegelschnitte, die auf ihnen und zugleich auf der Wellenfläche 
liegen, haben zwei Scheitel in A0Z auf einer Ellipse, mit den Axen « 
längs OX, a längs OZ, die zwei andern in YOZ auf einer Ellipse, mit 
den Axen c längs OY, b längs OZ; wie es sich leicht aus der Betrachtung 
der Kanten ergiebt, die den in X0OZ und YOZ liegenden Kanten der Ke- 
gel A, entsprechen. 

Die sphärischen Kegelschnitte bauen sich also, von dem Kreise mit 
dem Halbmesser ec in der Basis aus, in der Art auf, dafs die beiden Scheitel 
in XOZ auf der Ellipse (c, a) langsamer in die Höhe rücken, als die zwei 
Scheitel in YOZ auf der Ellipse (c, db), so dafs zuletzt, wenn die zwei letzten 
Scheitel in YOZ schon bis zum Scheitel ihrer Ellipse gekommen sind, wo 
sie zusammenfallen, die beiden andern Scheitel in X0Z erst die optischen 
Axen des Ellipsoids € erreicht haben. Damit ist man bis zum letzten Kegel 
der ersten Reihe gekommen; der ihm entsprechende sphärische Kegelschnitt 
ist ein begränzter Kreisbogen vom Halbmesser 5 in X0Z, begränzt durch 
die optischen Axen, und die kleinste Halb-Axe schneidend. Dieser Bogen ist 
der Schlufsstein des Gewölbes, das der ersten Reihe von Kegeln entspricht. 

Nun schliefsen sich die Kegel der zweiten Reihe an. Sie umschlielsen 
mit Einem Mantel zwei optische Halb-Axen des Ellipsoids &, von denen nur 
Eine in dem Halb-Ellipsoid lieg. Man nehme also, um bei demselben Halb- 
Ellipsoid zu bleiben, zwei Hälften der zwei sphärischen Curven an, die jedem 
Kegel zukommen. Dann erhält man zwei hyperbolische Äste, deren jeder mit 
einem Puncte in X0Z zwischen den optischen Axen beginnt und zu beiden 
Seiten von X0Z symmetrisch gegen die Ebene XOY herabläuft. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. Lil. Heft 3. 32 
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Der erste sphärische Kegelschnilt dieser Reihe wird von den zwei 
begränzten Kreisbogen vom Halbmesser b gebildet, die von den optischen 
Axen zu den beiden gröfsten Halb-Axen herablaufen. Diese sphärische Curve 
hat zwei Puncte, welche auf den optischen Axen liegen, mit der letzten der 
ersten Reihe gemein. Die folgenden sphärischen Curven der zweiten Reihe 
haben, jeder Ast, einen Scheitel in A0Z zwischen den optischen Halb- Axen 
auf einer Ellipse mit den Axen e längs OX, «a längs OZ, und zwei End- 
puncte (Scheitel für die vollständige Curve) in ÄOY, symmetrisch zu X0Z 
auf einer Ellipse mit den Axen db längs OX, a längs OY. Der Scheitel be- 
wegt sich langsamer als die Endpuncte, die Curven dehnen sich in der Rich- 
tung OF aus, so dafs. wenn der Scheitel in seinem höchsten Punect in der 
Entfernung « vom Mittelpunct auf OZ angekommen ist, die beiden Endpuncte 
sich in YOZ in derselben Entfernung « vom Mittelpunct befinden. Der letzte 
Kegel dieser Reihe ist die Ebene YOZ; der entsprechende sphärische Kegel- 
schnitt ein Halbkreis vom Halbmesser «. Dieser Halbkreis ist der Schlufsstein 
des Gewölbes, das der zweiten Reihe von Kegeln entspricht. 


Die auf Kugeln von immer gröfserem Halbmesser liegenden sphärischen 
Kegelschnilte der ersten Reihe bilden also einen innern Mantel, der mit einem 
begränzten Kreisbogen schliefs. An den Endpuncten dieses Kreisbogens 
schliefst sich ein äufserer Mantel an, beginnend mit den Resten dieses Kreis- 
bogens, schliefsend mit einem Halbkreise in einer zur Ebene desselben Kreis- 
bogens senkrechlen Ebene. Die zwei Mäntel haben nur zwei Puncte gemein; 
denn es giebt nur zwei sphärische Kegelschnitie, die auf derselben Kugel 
liegen, und diese zwei haben nur zwei Puncte gemein. In diesen zwei Puncten 
geht der eine Mantel in den andern über. (Die vollständige Fläche hat also 
vier ausgezeichnete Puncte.) 


©. 


Die ersie Reihe von Kegeln schneidet auch den äufsern, die zweite 
Reihe den innern Mantel. Man suche die Natur dieser Curven. 


Man ziehe irgend einen Radius, der das Ellipsoid & in N schneidet. 
Die zwei Puncte auf dem Radius, die der Wellenfläche angehören, sind in 
Abständen « und # vom Mittelpuncet gegeben durch die Axen der auf dem 
Radius senkrechten Ellipse des Ellipsoids €. Die Berührungs-Ebene an €, 
welche auf dem Radius senkrecht steht und der Ebene jener Ellipse parallel 
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ist, hat den Abstand . vom Mittelpunct. Das Product: 


e.PgW 


ist also der Inhalt eines über drei conjugirten Halbmessern des Ellipsoids G 
beschriebenen Parallelepipeds: also constant, welche Richtung auch der Radius 
haben mag. Liegt der Radius beständig auf einem Kegel, der die optischen 
Axen von & zu Focallinien hat, so ist auch eine der Ellipsen-Axe, z.B. «, 





1 | 
og eonslant, d.h. der um $ vom Mittelpunct entfernte 


Punct der Wellenfläche auf ON liegt auf einem dem Ellipsoid K ähnlichen Ellipsoid. 

Schneidet also ein Kegel einen der Mäntei der Wellenfläche in 
einem sphärischen Kegelschnitt, so schneidet er den andern in einem 
ellipsoidischen Kegelschnitt, der auf einem dem Kllipsoid E ähnlichen 
Killipsoid liegt. 

Durch jeden Punct der Wellenfläche gehen also zwei Curven, die auf 
zwei sich senkrecht schneidenden Kegeln liegen: die Tangente an die sphä- 
rische Curve ist senkrecht zur gemeinschaftlichen Kante, also senkrecht zur 
Berührungs-Ebene des Kegels, der die ellipsoidische Curve enthält, und daher 
senkrecht auf der Tangente an diese Curve; d.h. die sphärischen und 
ellipsoidischen Kegelschnille durchschneiden sich senkrecht. 

Die Schwingung in jedem Punct der Wellenfläche ist senkrecht zum 
sphärischen Kegelschnitt durch diesen Punet (3.), also langentiell zum ellipsoi- 
dischen Kegelschnitt. Man kann sich also die Schwingungen in der Art zur 
Anschauung bringen, dafs man sich die sphärischen Kegelschnitte vollkommen 
biegsam vorstellt und sich um Weniges (da die Schwingungen sehr klein 
sind) zusammenziehen und wieder ausdehnen läfst; und zwar so. dafs in allen 
Puncten der Curve Zusammenziehung und Ausdehnung zu gleicher Zeit be- 
ginnen und aufhören, weil die Puncte alle gleich weit vom Mittelpunet ab- 
stehen und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, der durch sie gehenden Strahlen 
dieselbe ist, also die Schwingungen gleiche Phasen haben. 


constant. also ist /- 


7. 
Es bleibt noch übrig, die Verhältnisse zu untersuchen, die sich an die 
Puncte der Wellenflläche knüpfen, wo beide Mäntel zusammenstofsen. 
Es sei 0A eine optische Halb-Axe des Ellipsoids £, der darauf senk- 


rechte Diametralschnitt ist ein Kreis; man erhält also unendlich viele auf 04 
32 * 
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senkrechte Berührungs-Ebenen der Wellenfläche, die aber alle in Einer Ebene 
zusammenfallen. Suchen wir die Berührungspuncte. 

Die Polar-Ebenen der Puncte des Kreisschnitts von E, der senkrecht 
auf OA steht, umhüllen einen geraden Cylinder, der das Ellipsoid & längs 
einer Ellipse berührt und dessen senkrechter Schnitt einen Halbmesser 5 hat, 
gleich der mittlern Halb-Axe des Ellipsoids €&. Es sei y die Neigung der 
Ebene jener Berührungs-Ellipse gegen die Ebene des Kreisschnitts von E, 
und % die Neigung irgend einer Ebene durch die optische Axe OA gegen 
die Ebene beider optischen Axen. Dann ist der Abstand des Puncis der Be- 
rührungs-Ellipse, der in der Ebene mit der Neigung % liegt, von der Ebene 
des Kreisschnitts 

— b.cosy.igy. 


Dreht man die Ebene mit der Neigung 9 um © in sich selbst um einen 
rechten Winkel, so fällt dieser Punct der Berührungs-Ellipse in den Abstand 
bcosypigy von der oplischen Axe und ist ein Berührungspunct der auf der 
optischen Axe OA senkrechten Berührungs-Ebene an die Wellenfläche. Ist 
9=0, so erhält man einen Punct auf dem Durchmesser von E, der dessen 
Kreisschnitt conjugirt ist, als Punct der Wellenfläche, und der Abstand dieses 
Puncts von der oplischen Axe ist bigy. Die Gerade dbigy und alle Geraden 
bigycosg liegen in einer und derselben auf OA senkrechten Ebene und bil- 
den mit einander den veränderlichen Winkel y, dessen Spitze in der oplischen 
Axe liegt. Die Endpuncte der Geraden liegen also auf einem über dbigy als 
Durchmesser beschriebenen Kreise. Die gesuchten Berührungspuncte liegen 
mithin alle auf einem zur Ebene der optischen Axen senkrechten und 
symmelrischen Kreise, der durch die optische Are OA und den dem ent- 
sprechenden Kreisschnitt conjugirten Durchmesser geht, und dessen Ebene 
zur optischen Aze senkrecht ist. 


S. 


Es sei O« eine optische Halb-Axe des Ellipsoids €. Der darauf senk- 
rechte Diametralschnitt von K ist ein Kreis; daher liegen auf O« unendlich 
viele Puncte der Wellenfläche, die aber alle in Einem zusammenfallen. Man 
suche die Berührungs-Ebenen in diesen Puncten. 

Die Berührungs-Ebenen an & längs des Kreisschnilts umhüllen einen 
Cylinder, und ihre Pole liegen auf E, in einer Ellipse, deren Ebene senk- 
recht zur Cylinder-Axe ist. Es sei d der Winkel der Ebene dieser Ellipse 
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mit dem Kreisschnitt von &, der Winkel einer beliebigen Ebene durch die 
optische Axe O« und der Ebene beider optischen Axen. Die Berührungs-Ebene 
an & in dem in der Ebene mit der Neigung % liegenden Punct des Kreis- 
schnitts enthäit eine Tangente des Kreisschnitts, ist also senkrecht zur Ebene 
mit der Neigung %, also auch zu der Geraden, wo diese Ebene die Fbene 
der Ellipse auf # schneidet. Diese Gerade macht mit dem Halbmesser des 
Kreisschnitts von &, der in der Ebene mit der Neigung % liegt, einen Win- 
kel w, der durch die Gleichung 


gy — cosplangy 
bestimmt wird. Ist 9==0, so erhält man, nachdem man die Ebene mit der 
Neigung 9 um O in sich selbst um einen rechten Winkel gedreht hat, die 
dem Kreisschnitt von CE conjugirten Durchmesser; und der Winkel dieses 
Durchmessers mit der optischen Axe O« ist w=y. Ist p nicht = 0, so 
erhält man eine Reihe von Geraden, die nach der Drehung um einen rechten 
Winkel den Winkel w mit der optischen Axe machen. Daraus folgt, dafs 
diese Geraden, oder die Senkrechten auf den verschiedenen Berührungs-Ebenen, 
die Durchschnitte zweier auf einander senkrechten Ebenen sind, von denen 
die eine durch die optische Axe O« von E, die andere durch die dem Kreis- 
schnitt von & conjugirten Durchmesser geht; oder die Kanten eines Kegels. 
dessen Kreisschnitte zu diesen beiden Geraden senkrecht sind und der zugleich 
durch diese Geraden geht. Daher bilden die Berührungs- Ebenen einen 
Kegel, der jene Gerade zu Focallinien hat und von dem zwei Berührungs- 
Ebenen senkrecht zu denselben Geraden sind. 


Tübingen, im Juli 1855. 
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17. 


Die lineale Erzeugung von Curven dritter Ordnung. 


(Von dem Herrn Professor Dr. Gra/smann, Oberlehrer am Gymnasio zu Stettin.) 





In 31. Bande (S. 123 ff.) und im 36. Bande dieses Journals (S. 17$ ff.) 
habe ich drei möglichst einfache Methoden angegeben, um sämmtliche Curven 
dritter Ordnung durch Bewegung gerader Linien um feste oder geradlinige 
bewegliche Puncte zu erzeugen. Es wurden diese Methoden durch die drei 


Gleichungen: 
(1) zaBcDxD,c,B,ax —= 0, 
(2.) waAa,.zbBl,.xc = (0, 
(3.) zaA.cbB.xcl — 0, 


dargestelit, in welchen die kleinen Buchstaben Puncte, die grofsen gerade Linien. 
x den die Curve construirenden Punct bezeichnen, und in welchen die Mul- 
tiplicalion planimetrisch ist. Ich habe dort streng und ausführlich nachge- 
wiesen, dafs die beiden ersten Methoden allgemein sind, d.h. dafs sich jede 
Curve dritter Ordnung durch jede dieser Methoden erzeugen lasse; und zwar 
die erste auch dann, wenn man B und BD, zusammenfallen läfst, wogegen 
ich für die dritte Methode dort den Beweis nur mehr andeutete als ausführte 
(Bd. 36. S. 180). 

Hr. Prof. Bellavitis behauptet nun in einem Aufsatze (unter dem Titel: 
Sopra un algoriimo proposto per esprimere gli allineamenli etc. Venezia 1855). 
welchen er mir zuzuschicken die Güte gehabt hat, es sei keöne jener Methoden 
allgemein, sondern es liefsen sich durch jede derselben nur ganz specielle 
Curven dritter Ordnung erzeugen; nämlich nur solche, die durch 7 oder gar 
durch 6 Puncte bestimmt werden, und die daher von noch speciellerer Natur 
seien. als die durch 8 Puncte bestimmte Doppelpunctscurve; dagegen sei 
Chasles der erste, welcher (Compte rendu, 30 mai 1853) ein solches Pro- 
blem gelöset habe. Dies. und die freie Darstellung des Algorithmus. wie 
ich ihn in Band 31. 36. 42, 44 dieses Journals entwickelt, so wie der Rech- 
nungsregeln, welche ich dort für diesen Algoritimus mitgetheilt habe, bildet 
den Inhalt des genannten Aufsatzes. Der Einwurf mufste für mich um so 
bedeutender sein, da Hr. Bellavitis diesen Algorithmus selbständig behandelt 
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und damit Resultate erzielt. Ich glaube es daher mir und dem Gegenstande 
schuldig zu sein, denselben noch einmal aufzunehmen, und namentlich auch die 
Allgemeinheit der dritten Methode streng nachzuweisen. Zugleich werde ich 
zeigen, dafs sieh nicht nur jede beliebige lineale Erzeugung der Curven 
dritter Ordnung auf die zweite Methode direct zurückführen läfst,. sondern 
dafs sich auch aus 9 beliebig gegebenen Puncten die Conslanten der Glei- 
chung (2.) so bestimmen lassen, dals die durch diese Gleichung dargestellte 
Curve durch jene 9 Puncte geht; d. h. ich werde die linealen Eigenschaften 
eines Zehnecks, welches einer Curve dritter Ordnung eingeschrieben ist, aus 
einer Gleichung von jener Form ableiten. Gelegentlich werde ich dann auch 
die Fehlschlüsse angeben, auf welchen der Einwurf des Hrn. Bellavitis beruht. 


$. 1. 


Die wichtigsten Rechnungsregeln der planimetrischen Multiplication. 


Im folgenden, wie in den früheren Aufsätzen, sollen stets die Puncte 
mit Aleinen, die geraden Linien mit grofsen Buchstaben bezeichnet werden. 
und jene „Elemente erster Stufe,’ 
während ich die Zablen ‚„Gröfsen nullter Stufe” nennen werde. Ich werde 
vorzugsweise solche Gleichungen betrachten, deren eine Seite Null, und deren 
andere Seite ein Product ist, in welchem die Summe der Stufenzahlen alleı 


’ 


diese „Elemente zweiter Stufe” heilsen, 


darin enthaltener Factoren durch drei iheilbar ist, und in welchem überhaup! 
keine andere Verknüpfung vorkommt, als nur planimetrische Multiplication 
Eine solche Gleichung drückt, wenn nicht einer der Factoren Null ist, stets 
aus, dafs ein bestimmter Punct in einer bestimmten geraden Linie liegt. So 
z.B. drückt die Gleichung 
Ab = 0 

aus, dafs der Punct 5 in der geraden Linie A liegt. Hr. Bellavstis braucht 
hiefür das Wort Congruenz; was aber nicht ganz angemessen sein dürfte, da 
ein Punct nicht mit einer geraden Linie congrwent genannt werden kann. Ich 
werde mich, wo es auf einen kurzen Namen ankommt, des entsprechenden 
Wortes Incidenz bedienen, so dafs also die obige Gleichung, welche ausdrückt, 
dafs 5 in A fällt, oder 5 mit A incident ist, eine Incidenz heilsen soll, wäh- 
rend ich für das Zusammenfallen zweier Puncte oder zweier gerader Lanien 
das Wort Congruenz beibehalte, für welches Hr. Bellavitis ohne Noih Coin- 
cidenz setzt. Dafs Hr. Bellavitis jene Gleichung überdies in der Form 


Ab || 0 
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schreibt, ist eine Veränderung der Bezeichnung, welche nicht blofs überflüssig, 
sondern auch, wenn das Zeichen || nicht denselben Sinn haben soll wie jedes 
Gleichheitszeichen. unrichtig genannt werden mufs. (Man sehe meine Aus- 
dehnungslehre, wo sich die Gleichheit planimetrischer Producte, so wie ihre 
Addition u. s. w. im weitesten Sinne behandelt findet.) 

Die wichtigsten Rechnungsregeln, deren ich mich im Folgenden bedie- 
nen will, und bei deren Anwendung ein Product sich selbst congruent bleibt, 
werde ich hier kurz zusammenstellen, indem ich mich dabei auf meine frühe- 
ren Aufsätze berufe. 

Regel 1. Die Stufenzahl eines planzmetrischen Products ist der Summe 
der Stufenzahlen seiner Factoren congruent, in Bezug auf den Modul 3. (Man 
sehe den entsprechenden Satz für das siereomeftrische Product in diesem 
Journal Bd. 49. S. 12.) 

Regel 2. Zwei Elemente von gleicher Stufe, welche entweder die 
ersten Factoren eines Products sind, oder auf einen ersten Factor derselben 
Stufe folgen, können unter sich vertauscht werden, und geben Null, wenn sie 
einander congruen! sind (Bd. 42. S. 194), z. B. 

ab=ba, AB= BA, abe= ach, ABC= ACB, 
aa — AA = abb = ABB =D. 


Regel 3. In einem Product nullter Stufe (s. Regel 1) kann man eine 
schliefsende Klammer weglassen, wenn man zugleich die Ordnung sämmtlicher, 
frei in der Klammer stehenden (d. h. nicht von einer neuen Klammer um- 
schlossenen) Factoren umkehrt; oder, anders ausgedrückt: Man kann in einem 
Product nullter Stufe eine Schlufsklammer setzen, wenn man die Ordnung sämmt- 
licher, frei in die Klammer tretender Factoren umkehrt (Bd. 44. S.5), z. B. 

abCdEfy = a(gfEdCb). 

Zusatz. Man kann auch die Ordnung sämmtlicher Factoren eines Pro- 
ducts nullter Stufe umkehren (ebend.), z. B. 


abCdEfy = gfEdCba. 


Regel 4. Zwei einander incidente Factoren, welche auf einander 
folgen. können vertauscht werden (Bd. 42. S. 194), z. B. 
abÜ = aCb, wenn bÜ 0. 


Regel 5. Ein Factor nullter Stufe (s. Regel 1) kann, wenn er nicht 
Null ist, weggelassen werden (Bd. 42. S. 194), z. B. (s. Regel 4) 
aCh =b, wenn a >O ist. 

















17. Grafsmann, über Curven dritter Ordnung. 257 


Regel 6. Wenn in einem Producte zwischen zwei congruenten Ele- 
menten ein Element von anderer Stufe steht, so kann man es mit einem der 
beiden andern zusammen weglassen, falls nicht Incidenz zwischen ihnen Statt 
finde. Z. B. 

abCb = ab, wenn Cb > ist. 


Beweis. abCÜb=U(ab)b(Regel2) =Cb (ab) (Regel4)= ab (Regel), 
wenn Cb>0. 

Regel 7. Wenn ein Product mit 4 Factoren gleicher Stufe beginnt, 
von denen die zwei letzten von einer. Klammer umschlossen sind. und einer 
der zwei letzten congruent ist mit einem der zwei ersten, so kann man statt 


aller 4 Factoren einen der beiden congruenten setzen, falls nicht das Product 
der 3 übrigen Null ist (Ausdehnungslehre. Leipzig 1844. $. 133), z. B. 


ab(ac)=a, wenn abe >. 
Denn ab(ac) = ba(ac) (Reg. 2) = b(ac)a (Reg.4) = a (Reg. 5), wenn 
ach —O— ist. 
Regel 8. Wenn das Product zweier Elemente, deren eines wieder 
aus zwei Factoren besteht, gleich Null gesetzt ist, so ist diese Gleichung gleich- 
bedeutend mit dem Vereine zweier anderer Gleichungen, die man aus jenen 


erhält, wenn man von den letztgenannten Factoren, einmal den einen, dann 
den andern ausläfst; z. B. die Gleichung 


abU = 0 
ist, wenn ab ein Element (also nicht Null) ist, gleichbedeutend mit dem Vereine 
der beiden Gleichungen 
al=0, IC 
Regel 9. Eine Incidenz, welche in Bezug auf x vom nten Grade ist, 
bestimmt als geometrischen Ort von x eine Linie nter Ordnung (Bd. 31.S.119). 


$. 2. 
Deutung der Gleichung (3.). 


Die Gleichung (3.) 


zaA.cbB.xzclÜ — 0 


ist in Bezug auf x vom dritten Grade; also ist (Reg. 9) der geometrische Ort 

von x eine Linie dritter Ordnung. Der Ausdruck xa4 stellt den Durch- 

schnittspunct der geraden Linien za und A dar, und da das Product dreier 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 3. 33 
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Puncte dann, und nur dann Null ist, wenn die drei Puncte in gerader Linie 
liegen, so enthält obige Gleichung folgenden, schon (Bd. 36.) mitgetheilten, Satz: 


„Der geometrische Ort eines Puncts, dessen Verbindungslinien mit drei 
festen Puncten drei feste gerade Linien so schneiden, dafs die 3 Durch- 
schnittspuncte in gerader Linie liegen, ist eine Curve dritter Ordnung.” 


Die Curve geht, wie ich (Bd. 31. 85.125) nachgewiesen habe, durch fol- 
sende 9 Puncte: 


a,b, c, BC, CA, AB, bcA, caB, ubC, 
die ich beziehlich mit 
a, db, 6, 4, dis €, 0, BP, Y 

bezeichne. Es haben also die beiden Dreiecke abe und a,d,c, die Eigenschaft, 
dafs sich ihre entsprechenden Seiten in den Puncten «, f, y treffen; nämlich 
be trifft die Seite d,c, oder A in dem Puncte «a; ca die Seite c,a, oder B 
in ?, und ab die Seite a,d, oder C in y. Folglich ist es, damit sich eine 
Curve dritter Ordnung mittels der Gleichung (3.) darstellen lasse, nothwendig, 
dafs man ihr zwei Dreiecke abe und a,5,c, einschreiben könne, deren ent- 
sprechende Seiten sich in 3 Curvenpunclen «, /, y schneiden. Um auf rein 
geometrische Weise zu zeigen, dafs dies bei jeder Curve dritter Ordnung 
möglich sei, will ich einige Sälze über diese Curven voranschicken. 


$. 3. 


Über den Gang der Curven überhaupt, und der Curven dritter Ordnung insbesondere. 


Satz 1. Definition. Ich sage, ein Punct, welcher sich in einer 
Ebene bewegt, bewege sich sfef’g, wenn die gerade Linie, welche von irgend 
einem Puncle aufserhalb der Ebene nach ihm gezogen wird, bei jener Bewe- 
sung niemals aus einer Lage unmittelbar in eine andere übergeht, welche mit 
jener einen endlichen Winkel bildet. 

Bemerkung. So lange der Punet in endlicher Entfernung bleibt, läfst 
sich seine slelige Bewegung auch dadurch bestimmen, dafs er bei jener Be- 


wegung niemals aus einer Lage in eine andere übergeht, welche um eine 
endliche Strecke von jener entfernt liegt. 

Satz 2. Definition. Wenn ein Punct von einer beliebigen Lage 
aus sich stefig so bewegt, dals er keinen Punct seiner früheren Bahn berührt, 
bis er wieder in seine ursprüngliche Lage zurückkommt, so nenne ich diese 
Bahn einen Zug, und sage, der Punct habe diesen Zug einmal durchlaufen. 
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Bemerkung. In diesem Sinne wird man z. B. sagen können, dafs 
jeder Kegelschnitt, der nicht in zwei gerade Linien zerfällt, aus Kinem Zuge 
bestehe. 

Satz 3. Jede Projection eines Zuges ist wieder ein Zug. 

Satz 4. Jede Curve dritter Ordnung besteht entweder aus zwei 
Zügen, oder aus nur einem Zuge, oder aus einem Zuge und einem isolirten 
Punct, und zwar sind die drei reellen Wendepuncte jedesmal in einem Zuge 
enthalten. 

Beweis. Es geht dies am deutlichsten aus den 5 von Newton aul- 
gestellten divergirenden Parabeln hervor, durch deren Projection alle Curven 
dritter Ordnung erzeugt werden können (Newf. Enumeratio linearum tertii 
ordinis pag. 92, 93). Die Curve mit einem Kreuzpuncte mufs nach der auf- 
gestellten Definition als aus zwei Zügen bestehend angesehen werden, welche 
in dem Kreuzpuncte zusammenstofsen. Eine in gerade Linien zerfallende Linie 
höherer Ordnung rechne ich nicht zu den Curven. 

Satz 5. Wenn eine gerade Linie, die sich um einen festen Punct 
stetig bewegt, eine algebraische Curve schneidet, so kann die stetige Fortbe- 
wegung der Durchschnittspuncte nur gleichzeitig bei zweien dieser Puncte 
aufhören. 

Bemerkung. Alle diese Sätze sind entweder bekannt, oder unmittel- 
bar einleuchtend. 

Salz 6. Zieht man von irgend einem festen Puncte einer Curve 
dritter Ordnung, der aber nicht ein Doppelpunct ist, eine Gerade nach einem 
beweglichen Puncte, welcher einen Zug der Curve einmal durchläuft, so durch- 
läuft auch der dritte Punct, in welchem jene Gerade die Curve triflt, einen 
Zug derselben einmal. 

Beweis. Es sei a der feste Punct, p der bewegliche, welcher einen 
Zug der Curve einmal durchläuft, und g der dritte Durchschnittspunct von 
ap mit der Curve. Zu zeigen ist, dafs auch y einen Zug der Curve einmal 
durchläuft. Erstens kann während jener Bewegung 4 nicht unbeweglich blei- 
ben, weil sonst « ein Doppelpunct wäre; zweitens kann aber 4 nie aufhören 
sich stelig zu bewegen, weil sonst, nach (Satz 5), auch einer der beiden 
andern Puncte » oder « aufhören mülste, sich stetig zu bewegen. Für p ist 
dies gegen die Annahme; für @ ist es gleichfalls nicht möglich, da sich « nach 
der Annahme gar nicht bewegt. Drittens kann aber auch g nicht einen frü- 


heren Punct seiner Bahn, etwa den Punct g', wieder berühren; denn es sei 
33 * 
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p' der Punect, in welchem ag’ die Curve aufser «a und g’ trifft, so ist p’ der 
Punct, in welchem sich beidemale » befunden haben mülste, während g sich 
in g' befindet; also müfste auch p und p’ wieder einen Punct seiner früheren 
Bahn berührt haben; gegen die Annahme. Endlich, wenn p wieder zu sei- 
ner Anfangslage zurückkehrt, so kehrt auch y zu ihr zurück; also durchläuft 
q während jener Bewegung die Curve einmal. 

Satz 7. Die Anzahl der Puncte, in welchen eine algebraische Curve 
den Umfang einer geschlossenen Figur schneidet, ist stels eine gerade. 

Beweis. Da jeder Zweig einer algebraischen Curve entweder in sich 
geschlossen ist, oder nach beiden Seiten ins Unendliche hin sich erstreckt, so 
mufs jeder Zweig der in das Innere der Figur hineingeht, auch wieder aus 
demselben herausgelangen; mithin mufs die Anzahl der Curvenstücke, welche 
den Umfang schneiden, gerade sein; folglich auch die Anzahl der Puncte, in 
welchen die Curve den Umfang schneidet, indem, wenn m ÜCurvenzweige 


durch denselben Punct des Umfangs gehen, dieser als ein »nfacher Punct ge- 
rechnet wird. 


S. 4. 


Entsprechende Dreiecke, welche einer Curve dritter Ordnung eingeschrieben sind. 


Wenn die Richtung, in welcher eine gerade Linie in einer Ebene durch- 
laufen wird, bekannt ist, so ist dadurch auch ihre rechte oder linke Seite be- 
stimmt. Ich sage, ein Punct e liege von der geraden Linie ab aus nach rechts, 
wenn man, um auf zwei geradlinigen Wegen von a über d nach c zu gelan- 
gen, nach rechts hin abbiegen muls. 

Satz & Wenn eine gerade Linie (»g) sich um einen festen Punct 
ce drehi, und zwei Puncte in ihr (p und y) sich in zwei festen Geraden 
(4 und B) bewegen, welche während der Bewegung nie mit jener beweg- 
lichen geraden Linie (py) zusammenfallen: so bewegen sich beide Puncte 
(p und 4), von der beweglichen Linie aus, nach derselben Seite, wenn der 


Drehpunet (ec) wufserhalb dieser Puncte liegt. und nach entgegengesetzter, 
wenn znnerhalb. 


Satz 9. Wenn die Schenkel eines Winkels (cya) sich um zwei feste 
Puncte (ce und a) drehen, und der Scheitelpunet desselben (g) sich in einer 
iesten geraden Linie (3) bewegt, welche während der Bewegung mit keinem 
der Schenkel zusammenfällt: so bewegt sich der Scheitelpunet (g), von den 
beiden Schenkeln (ey und ag) aus, nach derselben Seite, wenn die gerade 
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Linie (B) nicht in den Winkel hineingeht, und nach enfgegengesetzter Seile. 
wenn sie hineingeht. 

Nach diesen vorbereitenden Sätzen. von welchen die beiden letzten 
keines Beweises bedürfen, schreite ich nun zu dem Haupisatze: 

Satz 10. Zu jedem Dreiecke abe, welches einer Curve drilter Ord- 
nung eingeschrieben ist, und dessen Seiten nicht T'angenten sind, giebt es 
ein, aber auch nur ein entsprechendes Dreieck a,5,c,. dessen Seiten die ent- 
sprechenden des ersteren in Puncten der Curve schneiden, und von dessen 
Ecken jede mit der entsprechenden in demselben Curvenzuge liegt. 

Beweis. Es seien «@, P, y die Puncte, in welchen die Seiten be, eu, 
ab, beziehlich, die Curve zum drittenmale schneiden, und A, B, CÜ seien die 
Tangenten der Curve in den Puncten a, 5b, e. Nun bewege sich von « aus 
ein Punct p auf der Curve, also von a aus in der Richtung der Tangente A. 
Man ziehe die gerade Linie yp», welche die Curve zum drittenmale in 4 treffen 
mag, so bewegt sich q von 5 aus in der Richtung der Tangente 3. Ferner 
ziehe man die gerade Linie &y, welche die Curve zum drittenmale in r treffen 
mag, so bewegt sich 7, von e aus in der Richtung der Tangente €. Endlich 
ziehe man die gerade Linie Ar, welche die Curve zum drittenmale in p, 
treffen mag, so bewegt sich p, von «a aus in der Richtung der Tangente 4. 
Auch » bewegte sich von demselben Puncte «# aus in der Richtung derselhen 
Tangente A. Es lälst sich aber leicht zeigen, dafs p und p, von a aus nach 
entgegengesetzten Seiten sich bewegen. In der That mögen m von den drei 
Puncten «, P, y innerhalb der Seiten des Dreiecks «de liegen, und n von 
den 3 Tangenten A, B, EC nicht in das Dreieck «abe hineingehen, so werden, 
da der Annahme gemäls die Seiten des Dreiecks abe keine Tangenten sind, 
3—n von den Tangenten A, B, C in das Dreieck hineingehen; ebenso aber 
diejenigen »r Curventheile, welche die (unverlängerten) Seiten des Dreiecks 
treffen. Also wird, nach (Satz7), m--3—n eine gerade Zahl sein, folglich 
m—n eine ungerade, mithin auch m-+n eine ungerade Zahl sein. 

Betrachtet man nun der Reihe nach die Seiten (rechte oder linke), 
nach welchen sich » und g von ab aus, y und r von bc aus, r und p», von 
ca aus und p, von ab aus bewegen, zeigt sich klar, nach (Satz 8), dals p 
und 4 von ab aus dann, und nur dann, nach entgegengeseizten Seiten sich 
bewegen, wenn y innerhalb der Seite ab liegt; dasselbe gilt für die Bewe- 
gung von y und r von de aus, und für die von r und p, von ca aus. Fer- 
ner wird 4 (nach Satz 9) von ab und de aus sich dann, und nur dann, nach 
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entgegengeselzten Seiten bewegen, wenn die Tangente B nicht in das Dreieck 
hineingeht; und dasselbe gilt für die Bewegung des Punctes r von be und ca 
aus. so wie des Punctes p, von ca und ab aus. Folglich wird sich die Seite, 
nach welcher die Bewegung in den 7 oben genannten Fällen erfolgt, @n--n mal 
umkehren, also, da m+n ungerade ist, im siebenten Falle entgegengesetzt 
sein, wie im ersten; d.h. p, bewegt sich von ab aus nach entgegenge- 
setzter Seite wie p. 

Läfst man nun den Punet » von a aus den ganzen Curven-Zug, in 
welchem «a liegt, einmal durchlaufen, so durchläuft, nach (Satz 6) der Punct 
gleichfalls einen Zug der Curve einmal, und weil 4, so auch r, und weil r, 
so auch p,. Folglich durchlaufen » und p, von a aus nach entgegengesetzten 
Seiten den Zug, in welchem « liegt, einmal, müssen sich also in einem zweiten 
Puncte dieses Zuges begegnen, aber auch in keinem dritten. Es sei «, dieser 
Punet, und mögen 4 und r, während » in a, übergeht, in d, und c, über- 
gehen. so ist «,Ö,c, das entsprechende Dreieck, dessen Seiten die ent- 
sprechenden des Dreiecks «dc in den Curvenpuncten «, f, y schneiden, und 
dessen Ecken mit den entsprechenden in denselben Curvenzügen liegen. 
Aufser ihm giebt es kein anderes Dreieck dieser Art, q. d. e. 

Zusatz. Wenn die drei Puncte («, ß, y), in welchen die Seiten 
eines Dreiecks (abe) die Curve zum drittenmale schneiden, in gerader Linie 
liegen. und jeder dieser Puncte mit der gegenüberliegenden Ecke (« mit «, 
3 mit d, y mit c) in demselben Curvenzuge liegt, so streckt sich das, jenem 
Dreieck entsprechende in die gerade Linie, weiche jene drei Puncte («, ß,y) 
verbindet, aus; und es giebt dann aulserdem kein Dreieck, welches dem ge- 
gebenen (abe) in der genannten Weise entspricht. 


S. 5. 


Allgemeinheit der Curven. dritter Ordnung, welche durch die Gleichung (3.) 
dargestellt werden. 


Es sei eine beliebige Curve dritter Ordnung gegeben. Um sie auf 
die Gleichung (3.) zurückzuführen, zeichne man in demjenigen Zuge der- 
selben. der die \Wendepuncte enthält, ein beliebiges Dreieck, dessen Seiten 
jedoch nicht Tangenten sind; dann müssen die dritten Durchschnittspuncte der 
Seiten und der Curve in demselben Zuge liegen. Sollten diese 3 Durch- 
schnittspuncte etwa in gerader Linie liegen, so ist nach obigem Zusatze das 
angenommene Dreieck das einzige demselben Zuge eingeschriebene, dessen Seiten 
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durch jene 3 Durchschnittspunete gehen. Verändert man also in dem ge- 
nannten Zuge das Dreieck auf beliebige Weise, jedoch so, dafs zwei seiner 
Seiten durch zwei jener Durchschnittspuncte gehen, so kann die dritte Seite 
nicht den dritten Durchschnittspunct treffen. 


Hat man nun das Dreieck so angenommen, dafs seine Seiten nicht 
Tangenten sind, so hat man in jedem Falle ein Dreieck abe erlangt, dessen 
Seiten, ohne Tangenten zu sein, die Curve zum drittenmale in drei Puncten 
a, ?, y schneiden, welche nicht in gerader Linie liegen. 

Jetzt construire man das entsprechende Dreieck a,d,c,, dessen Seiten 
sich mit den entsprechenden des Dreiecks aöc in den Curvenpuncten «, ?, y 
schneiden. Dies ist nach ($.4.) stets möglich. Man sezeya =A, sa =B, 
ab, =Ü, so ist der geometrische Ort eines Punctes x, welcher der Gleichung 


3.) zu4d.xbB.xcl = 0 
genügt, eine Curve dritter Ordnung, welche mit der gegebenen die 9 Puncte 
a, b, c, 41, di, €, a, P, y gemein hat. Es bleibt also nur noch zu zeigen, 
dafs diese 9 Puncte von der Art sind, dafs durch sie eine Curve dritter 
Ordnung vollkommen bestimmt wird, d. h. dafs zwei Curven drilter Ordnung, 
deren jede durch diese 9 Puncte geht, mit einander zusammenfallen. 


Zu dem Ende berufe ich mich auf folgenden allgemein bekannten Satz: 
„Wenn zwei Linien 3ter (nter) Ordnung sich in 9 (in n’) aber auch 
„nicht in mehr Puncten treffen, und man nimmt zu 8 (zu 4n(n--3)—1) 
„derselben einen Punct hinzu, welcher nicht jenen beiden Linien dritter 
„(nter) Ordnung gemein ist, so wird durch diese 9 (durch diese An(n--3)) 
„Puncle eine Linie dritter (nter) Ordnung unter allen Umständen voll- 
„kommen bestimmt.” 


Legt man nun durch die drei Puncte 5, c, « eine Gerade, ferner eine 
zweite Gerade durch die 3 Puncte c,, «,, P, und eine dritte Gerade durch 
die 3 Puncte «a, y, db, so bildet der Verein dieser 3 Geraden, eine Linie 
dritter Ordnung, welche mit der gegebenen Curve dritter Ordnung, aufser 
den genannten Puncten, unter denen 5, als Doppelpunct der einen, zweimal 
gerechnet werden mufs, keinen Punct weiter gemein hat, weil jede Curve 
dritter Ordnung von einer geraden Linie in nicht mehr als 3 Puncten getroffen 
werden kann. Der Punct 5, kann nun in keiner jener drei Geraden liegen, 
weil sonst diese Gerade die Curve in 4 Puncten treffen würde: also ist 2, 
nicht beiden Linien dritter Ordnung gemein, während die übrigen 8 Puncte 
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a,b, c, 4, €, &, P, Y beiden gemein sind. Somit wird nach dem ange- 
führten Satze durch die 9 Puncte a, d, c, a,, d,, €, &, P, y eine Linie 
dritter Ordnung vollkommen bestimmt; d.h. zwei Linien dritter Ordnung, 
welche diese 9 Puncte gemein haben, sind ödentisch; also ist die gegebene 
Curve mit dem durch die obige Gleichung (3.) bestimmten geometrischen Orte 
des Puncls x @dentisch; folglich läfst sich jede Curve dritter Ordnung durch 
eine Gleichung von der Form (3.) darstellen. D. h. 
Jede Curve dritter Ordnung läfst sich als geometrischer Ort eines 
Punctes erzeugen, dessen Verbindungslinien mit drei festen Puncten 
drei feste gerade Linien in drei Puncten schneiden, die in gerader 
Linie liegen; und zwar kommt es zu dem Ende nur darauf an, 
das Dreieck der festen Puncte und dus der festen Geraden so anzu- 
nehmen, dafs sie der Curve eingeschrieben sind, und dafs die ent- 
sprechenden Seiten beider auf der Curve sich begegnen. 

Bemerkung. Hr. Bellavitis behauptet, dafs sich durch die Glei- 
chung (3.) nur solche Curven dritter Ordnung darstellen lassen, welche schon 
durch 6 beliebige Puncte bestimmt sind, d. h. welche schon bestimmt sind, 
wenn nur 6 Puncte gegeben sind, durch welche sie gehen sollen. An diesem 
Resultate hätte Hr. Bellavitis schon um deswillen sich stofsen sollen, weil es 
keine Curve dritter Ordnung giebt, die durch 6 Puncte auf lineale Weise 
bestimmt wird. 

Die Art, wie er zu seinem Resultate gelangt, ist im Wesentlichen 
folgende: Wenn nämlich 6 Puncte a, d, e und a,, d,. c, gegeben sind, so 
sind auch die Linien A, B, C als Seiten des Dreiecks «a, d, ec, also alle con- 
stanten Elemente der Gleichung (3.); mithin auch die durch sie dargestellte 
Curve dritter Ordnung bestimmt, und folglich (so schliefst Hr. Bellavitis weiter) 
ist diese Curve dritter Ordnung schon bestimmt, wenn 6 Puncte a,b, c, 
4, b,. ce, gegeben sind, welche in ihr liegen sollen; und- dies ist der Fehl- 
schlufs. Nicht dadurch schon ist jene Curve bestimmt, dafs die genannten 
6 Puncte in ihr liegen sollen, sondern erst dadurch, dafs die 6 Puncte auch 
ın der verlangten Weise in ihr liegen sollen, nämlich in der Weise, dafs 
die entsprechen Dreiecke abe und a,b,c, sich auf der Curve begegnen; wie ich 
dies auch schon in der oben angeführten Abhandlung (Bd. 36. S. 180) bemerkt 
habe. Also, so wenig man daraus, dafs ein Kreis durch die Endpuncte eines 
Durchmessers bestimmt wird. schliefsen darf, dafs der Kreis schon durch zwei 


beliebige Puncte bestimmt werde, ebenso wenig kann jener Schlufs Geltung 
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haben. Ganz dieselben Fehlschlüsse wendet Hr. Bellavitis an, um die All- 
gemeingültigkeit der beiden andern Construclionsmelhoden zu bestreiten; wobei 
er auf die von mir gegebenen Beweise der Allgemeinheit keine Rücksicht 
nimmt. 


S. 6. 


Zusammenhang zwischen den verschiedenen linealen Erzeugungsweisen einer Curve 
dritter Ordnung. 


Es wird dieser Zusammenhang am klarsten sich ergeben, wenn ich 
zeige, wie sich alle andern linealen Erzeugungsweisen auf eine derselben, 
zu welcher ich die durch die Gleichung (2.) dargestellte nehme, direct zu- 
rückführen lassen; nämlich in der Art, dafs man, wenn man die gegebene 
Erzeugungsweise gleichfalls durch eine lineale Gleichung darstellt, aus den 
constanten Elementen dieser Gleichung stets solche Elemente ableiten kann, 
welche in die Gleichung (2.) gesetzt, diese der gegebenen gleichbedeutend 
machen. Nun habe ich in dem angeführten Aufsatze (Bd. 36. S. 178) folgenden 


Satz bewiesen: 
„Der geometrische Ort des Punctes x, der durch die Gleichung 


zada,.zbBb,.xc —= 0 


bestimmt wird, ist eine Linie dritter Ordnung, welche durch folgende 
9 Puncte geht: erstens durch a, db, c, zweitens durch die Ecken eines 
Vierecks, von welchem zwei einander gegenüberliegende Seiten in den 
geraden Linien «a, und A, und die beiden andern in den geraden Linien 
bb, und B liegen, und endlich durch die beiden Puncte, in welchen 
a,c die Seite A, und d,c die Seite B schneiden,” 
und den umgekehrten Satz: 

„Werden in einer Seite eines Vierecks zwei be- 
liebige Puncte « und «, angenommen, während 
die gegenüberliegende Seite in der geraden Linie 
A liegt; sind ferner in einer dritten Seite zwei 
beliebige Puncte 5 und 4, angenommen, während 
die gegenüberliegende Seite in der geraden Linie 
B liegt, und ist c ein beliebiger Punct, der nicht 
in den Vierecksseiten liegt, so ist 


zaAa,.cbBb,.xc —= 0 


die Gleichung derjenigen Curve dritter Ordnung, welche durch die Ecken 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 3. 34 
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des Vierecks und durch den Punct e geht, und die Vierecksseiten aufser- 
dem in den Puncten a, 5 und in denjenigen zwei Puncten trifft, in wel- 
chen die Geraden «,e und d,c die gegenüberliegenden Seiten A und B 
schneiden; und zwar giebt es aufser dieser Curve keine andere Curve 
dritter Ordnung, welche durch die bezeichneten 9 Puncte ginge.” (8. Fig.) 


Jede lineale Erzeugung einer Curve dritter Ordnung läfst sich nun 
(s. Bd. 42. S. 190) durch ein gleich Null geseiztes Product darstellen, welches 
mit dem construirenden Puncte x beginnt und schliefst und aufserdem eine 
Reihe abwechselnder Puncte und gerader Linien als Factoren enthält, die mit 
einem Puncte beginnt und schliefst, während einer der übrigen Factoren der 
Reihe von dem Puncte x im ersten Grade abhangt, also in der Form 


(4) zdAfe — 0, 


wo A eine Reihe abwechselnder gerader Linien und Puncte ist, von denen 
einer noch den Punct z als Factor enthält. 


Es seien e und g zwei beliebige Puncte der Curve (4.), von der 
Art, dafs keine 3 der 4 Puncte d, e, f, 9 in gerader Linie liegen. Durch 
Consiruclion läfst sich leicht der dritte Punct finden, in welchem jede Seite 
des Vierecks defy die Curve schneiden mufs. Wird z. B. der dritte Punct 
gesucht, in welchem die Seite ed die Curve schneidet, so fällt die Gerade xd 
mit ed zusammen und die Gleichung (4.) verwandelt sich in 


(5.) edAfz =V. 
Da dieselben nur noch vom zweiten Grade in Bezug auf z ist, so ist der 
geomelrische Ort von x ein Keyelschnitt. In diesem Kegelschnitte liegt 
(nach Regel 2) der Punct f; ferner aber auch der Punet e, indem e der An- 


nahme zufolge ein Punct der Curve (4.) ist, also, statt x gesetzt, der Glei- 
chung (4.), und mithin auch der Gleichung (5.) genügt. 


Es lassen sich nun beliebig viele neue Puncte dieses Kegelschnittes 
lineal construiren. Es seien %, /, m drei neue Puncte desselben. Bildet man 
das Sechseck weklinf, so liegen, nach dem Pascal’schen Satze, die Puncte 
ve,.im, ek.mf, kl.fıxc in einer geraden Linie, d.h. es ist 


(6.) ze(iIm)(ek.mf)(klyfxz = 0 
die Gleichung des Kegelschnitts, der durch die 5 Puncte e, A, !, m, f geht, 


also mit dem Kegelschnitte (5.) identisch ist. Es ist demnach der gesuchte 
Punct derjenige, in welchem die Gerade ed den Kegelschnitt aufser e noch 
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trifft. Da = in ed liegt, und nicht mit e identisch ist; so ist die Gerade xe 
mit de identisch, und die Gleichung (6.) verwandelt sich in 


de(Im)(ek.mf)(kl)fx —= 0; 
d. h. der Punct x liegt in der Geraden de(Im)(ek.mf)(kl)f; er liegt aber 


auch in der Geraden de, also im Durchschnitt beider, d.h. wenn man diesen 
Punct jetzt mit @ bezeichnet, so ist 

(7) az de(lm)(ek.mf)(kl)f(de). 

Ganz auf dieselbe Weise finden sich die dritten Puncte, in welchen die 

Seiten ef, fg, yd die Curve (4.) schneiden. Sie mögen beziehlich durch 5, 
h, ? bezeichnet werden (s.Fig.). Dann ist, wie bekannt, auch der Durchschnitt 
von ah und bi ein Punct der Curve. Endlich sei ec ein beliebiger zehnter 
Punct der Curve (4.), und es werde /y durch A, dg durch B, der Durch- 
schnitt von 4c und de durch a, und der Durchschnitt von @e und ef durch d, 
bezeichnet; dann ist nach dem obigen Satze die Gleichung 

(8.) zaAda,.rbBb,.xc — 0 
die einer Curve dritter Ordnung, welche durch die 9 Puncte @ .... 2 geht; 
und zwar ist diese Curve, nach jenem Satze, die einzige dritter Ordnung, 
welche durch die 9 Puncte geht. Aber auch die Curve (4.) geht durch diese 
9 Puncte, also ist die Curve (4.) mit der (8.) @dentisch; mithin ist auch die 
Gleichung (4.) mit der Gleichung (8.) gleichbedeutend; und die Aufgabe der 
Umwandlung ist gelöset. 

Als Beispiel der Umwandlung nehme ich die von Hrn. Bellavitis auf- 

gestellte Gleichung. 

(9.)  zeDpyEdFzfB).cdC — 0, 
an, in welcher noch Ff und Bd gleich Null gesetzt sind (s. Fig.), und welche 
nach ihm die erste allgemeine Auflösung des Problems der linealen Erzeugung 
der Curven dritter Ordnung darstellen soll; und zwar diejenige, welche Chasles 


in dem angeführten Aufsatze angegeben hat. 
Es läfst sich diese Gleichung (Regel 3) wie folgt schreiben: 


xzeDpyEdF(xzdC)Bfx —= 0; 
wobei sich annehmen läfst, dafs von den constanten Factoren keine zwei auf 
einander folgende incident sind, weil sonst (Bd. 42. S.197) die Linie in eine 
gerade Linie und einen Kegelschnilt zerfallen würde. Puncte jener Curve sind 


(Regel 2) d, e, f. Ferner ist auch „= BC ein Punct derselben. Denn dann 
34 * 
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ist y mit B und Ü ineident; also verwandeln sich dann zdC und ıfB, 
wenn sie nicht selbst Null sind (Regel 2, 4, 5), beide in 4, folglich wird 
zdC(xfB) =0 (Reg.2). Um den dritten Punct «, in welchem de die Curve 
schneidel zu finden, mufs man in obige Gleichung « statt x und slalt ae und 
ad das mit ihnen identische de setzen; dann wird deDpEdF'‘deC) Bfa= 0, 


also, da « auch in» de liegt, zu 

a = deDpEdF'deC)Bf(de); 
und eben so findet sich für den dritten Punct d, in welchem ef die Curve 
trifft: 

b = efDpyEdF\efB)Cdief‘). 


Es mögen jetzt die dritten Puncte A und 2 gesucht werden, in denen 
fy und gd die Curve treffen. Setzt man, um den dritten Durchschnittspunct 
h in fg zu finden, 4% in die Gleichung (9.) stali x, so erhält man, da A in fy 
liegt, zf=Af=/g; und da g mit DB, wie mit C zncident ist, so ergiebt sich 
ıfB=fyB=g (Reg. 4, 5) und zdC(xzfB) = zdly = xdy.C (Reg. 4). 
Sollte zdg Null sein, so müfste x in dg, wie in fg, also in g liegen. Um also 
den dritten Durchschnitispunet zu finden, mufs man zdg ungleich Null anneh- 
men; dann erhält man zdC.(zfB) = C (Reg. 5), und somit heDpyEdFÜ—=0, 
oder umgekehrt (Reg. 3) FÜdEpDekh—0; folglich, da A auch in fy liegt, 


h = FCdEpDe(fg). 


und ebenso 


: = BFdEpDe(gd). 


Ferner ist auch CF' ein Punet der Curve. Denn setzt man CF statt 
x, so wird edÜ=FCdC=FC (Reg. 6), und zfB wird = CFfB=ÜUf.FB 
(Reg. 4), da f nach der Annahme mit F incident ist. Ist nun Cf nicht Null, 
so kann man es nach (Reg. 5) weglassen. Also wird zfB entweder zu Null 
oder zu=FB; also zfB.(vcD) entweder zu Null oder zu=FC(FB)>=F 
(Reg. 2, 4. 5). Somit erhält man dann 


zeDpyEdE (zfB).xcD= xeDpyEdFF —=0 (Reg. ?2), 


also ist = FC ein Punct der Curve. Dieser werde = c gesetzt. Wird 
nun, wie oben, gf= 4, he.de =a,, ic.ef—=b, gesetzt, so ist die Gleichung 


zada,.cbBb,.xc — 0 


gleichbedeutend mit der Gleichung (9.). Also folgt Nachstehendes: 
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„Die Gleichung 
xeDpEdF‘(zfB).edÜ—=0, mit Ff—= Bd—0, 
ist gleichbedeutend mit der Gleichung 
zaAa,.cbBb,.xc — (0, 
wo a= deDpyEdF'(deC') Bf(de), b=efDyEdF'efB)Cd(ef\. ce= FC, 
A=BOf, a= cdEpDeAc(de), b = BFdEpDeBe(ef‘) ist.” 


$. 7. 


Lineale Erzeugung einer Curve dritter Ordnung aus 9 beliebigen Puncten. 


Entwurf der Auflösung. Jede lineale Erzeugung einer Curve dritter 

Ordnung kann durch eine Gleichung von der Form 

POR — 0 
dargestellt werden, in welcher P, Q, R entweder 3 gerade Linien, oder 
3 Puncte sind, die in beiden Fällen in Form von Producten vorkommen, 
deren jedes den construirenden Punct x einmal als Factor enthält. 

Es seien nun a, db, ... © die 9 Puncte. durch welche die durch jene 
Gleichung darzustellende Curve gehen soll. Es giebt stets 3 Puncte, die 
statt x gesetzt ein solches Product PQ zu Null machen; und die constanten 
Factoren in P und @ lassen sich so annehmen, dafs «a, b, ce diese 3 Puncte 
sind. Ferner wird R durch den Punct d zu Null gemacht, wenn man dem 
R die Form xzd... giebt. Setzt man nun in PO statt x nach und nach die 
Puncte e...?, und ebenso in xd, so stellt P@ nach und nach 5 Elemente 
dar, und xzd einen Büschel von 5 Strahlen. Es lassen sich aber im Allge- 
meinen aus 5 gegebenen Elementen 5 gegebene Strahlen eines Strahlbüschels 
projectivisch, d. h. durch fortschreitende Multiplication mit einer Reihe ab- 
wechselnder Puncte und Linien ableiten; und zwar sind diese Puncte und 
Linien lineal construirbar. Es sei A diese Reihe fortschreitender Factoren, 
so stellt das Product PQA eine gerade Linie dar, welche mit der geraden 
Linie z©d, sobald man statt x irgend einen der 5 Puncle e... selzl, zu- 
sammenfällt. Also ist für diese 5 Puncte: 


(10) POAr = 0. 

Aber auch für die 4 Puncte a, 5b, c, d wird diese Gleichung erfüllt: 
für a, d, ec, da für sie das Product PQ Null ist, und für d, da PQA, wenn 
es nicht Null ist, eine durch d gehende gerade Linie darstellt, also PQAd 
stets Null ist. Die Gleichung (10.) stellt nun aber eine Curve dritter Ordnung 
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als Ort von x dar, und da die 9 Puncte «...?, statt x gesetzt, jener Glei- 
chung genügen, so geht die Curve durch die gegebenen neun Puncte, und 
die Aufgabe ist gelöset. 


S. 8. 


Fortsetzung. 

Um eine specielle Lösung der Aufgabe zu geben, will ich annehmen, 
es solle die lineale Construction der Curve die durch die 9 Puncte «...: 
gehen soll, durch eine Gleichung von der Form (2.) ausgedrückt werden, 
zu welcher jedoch, um die Lösung zu vereinfachen, zunächst noch 2 Factoren 
k und Ü hinzugefügt werden mögen, so dafs sie die Form 


(11.) zaAa,.cdBkCb,.xc — 0 


annimmt. Die 3 Factoren können (Regel 2) beliebig umgeordnet werden. 
Setzt man 
zada,.cc=p, zıbB=y, 


so nimmt die Gleichung die Form p(gqkCh,)—=0, oder (Reg. 3) 

(12.) pbCkg = 0 
an. Der Ausdruck p wird Null für e=« und c, weil dann zwei auf ein- 
ander folgende Factoren congruent werden (Reg.2). Damit nun » auch noch 


für einen andern der Puncte «...?, z. B. für d zu Null werde, und für einen 
vierten und fünften Punct e und f sich möglichst vereinfache, setze man 


Az=de, a=af.cd. 


Und zwar nehme man die Puncte a, c, d, e, f so an, dafs keine 3 dersel- 
ben in gerader Linie liegen. Dann wird erstens für x = d der Ausdruck 
zaAa, = da(de)a, = da, (Reg. 7) = ad=af(cd)d= cd (Reg. 4,5); also 
pzrala,..ec=cd.cd—=0 (Reg. 2). Ferner für z=e wird p=eu(de)a,.ec 
= ea,.ec (Reg.7) =e, weil nämlich ea,c nicht Null sein kann. Endlich für 
z=f, wirdp=fa4(af.cd).ef= A(af)(af.cd).cf (Reg.2) = af.cf (Reg.4) 
—=f (Reg.7). Für 2=g, Ah oder ? gehe » beziehlich in y,, A, oder ö, über, 
dann erhält man 
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und nehme d so an, dafs es nicht in ef falle. Dann wird für z=e, f der 
Ausdruck g auch =e, f (Reg. 7); für = g, h,i werde y=g,, hy, &,; dann 
erhält man 

v=ebe, fs hi, 

syz0,[6 Ari, 
Es kommt also nur noch darauf an, die Gleichung (12.) für die 5 Fälle zu 
befriedigen, wo 
e, f, 9ı, A, 2, und gleichzeitig 
e, f; 92, fr, & 


p 
1 


IN 


ist. 

Man nehme noch C=ei an; dann wird die genannte Gleichung für 
p=g=e befriedigt, und für p=%, y=i, vereinfacht. Es ergiebt sich 
nämlich im ersteren Falle pb,Cky =eb,.ei,.ek; was 3 gerade Linien, die 
durch einen Punct (e) gehen, als Factoren enthält, also Null ist. Ferner für 
p=i,gy=%, erhält man pb,Ckp = ib, (ei,)ki, = i,kt, (Reg. 7), wenn nicht 
?,b,e Null ist; im letztern Falle würde hierdurch für % keine besondere Lage 
bedingt, im andern Falle mufs k in der Geraden 2,2, liegen; dies läfst sich 
daher auch im ersteren Falle annehmen. 


Nun bleibt nur noch für die drei übrigen Werthpaare die Gleichung (12.) 
zu befriedigen; d. h. es mufs noch 


fb,Ckf=0, gib,Ckg=—0, hb,Ckh, — 0 
sein; oder, anders geschrieben (Reg. 2,3): 
kfCfb,—=0, kylyb,—=0, Al,Chb, = 0. 
Die erste dieser Gleichungen giebt, wenn Cf nicht Null ist (nach Reg. 6), 
kfb,=0; und es ergiebt sich dann, dafs die geraden Linien 
kf, kylg,, kh,Ch, 


durch einen und denselben Punct gehen müssen, der dann gleich b, zu setzen 
ist. Sollte Cf zufällig Null sein, so würde jene erstere Bedingung wegfallen. 
Sollen nun jene 3 gerade Linien durch einen und denselben Punct gehen, so 
ist dazu nölhig und ausreichend, dafs ihr Product Null sei. Also hat man zur 
Bestimmung von % die Gleichung 


(13.) kf.kg,Cg.. kh,Ch, — 0. 
Sie ist in Bezug auf 4 vom dritten Grade, also ist der geomeirische 
Ort von % eine Linie dritter Ordnung. Aber diese zerfällt in 3 gerade Linien. 
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Nämlich, erstens, wenn Ak in der geraden Linie C liegt, wird kgC=k 
(Reg.7); ebenso k,C=k, also die linke Seite von (13.) in Af.kg,.kh,; 
was Null ist. Herner da f, 9, A, in der geraden Linie DB liegen, so wird, 
wenn auch k in B liegt, /f=kg=kl,=B; also geht dann die linke 
Seite von (13.) in B.BCy,.BCh, über, d. h. in ein Product dreier geraden 
Linien, die durch ein und denselben Punct (BC) gehen; also ist ihr Product 
Null. Es wird also jeder Punct 4, der in B oder € fällt, der Gleichung (13.) 
genügen, und mithin mufs die Linie (13.) in 3 gerade Linien zerfallen. Um die 
dritte zu finden, suche man zwei ihrer Puncte. Ein solcher Punct ist aus der 
Gleichung (13.) leicht zu finden, wenn man sie in der Form Af(kg,Cy,)h,Ch,2—V 
schreibt (Reg. 3), und den Punet so bestimmt, dafs Af(kg.Cg,)%, schon Null 





ist. Die Gleichung Af(AgCyg,)%ı = 0 sagt aus, dafs die geraden Linien Af 


und Ay,C'g, durch den Punct A, gehen, d. h. dafs Afh,—=0, kyCy,k,—O ist; 
oder diese Gleichungen umgekehrt (Reg. 3), dafs A,fk=0 und A,9,C9k =0 
ist; also liegt dann % in den beiden Geraden A,f und A,gıCg. Der so ge- 
fundene Punct werde mit «& bezeichnet, also 


a = hyıly(hf) 


geselzt. Aus gleichem Grunde wird der Gleichung (13.) durch den Punct 


P= h,gıCh(gıf) 


genügt, und da diese Puncte im Allgemeinen nicht in den Geraden B und Ü 
liegen, so ist «? die dritte der Geraden, in welche die Linie (13.) zerfällt. 
Liegt nun A in dieser Geraden, so wird der Gleichung (13.) genügt; d. h. es 
gehen dann die 3 geraden Linien Af, kg,Cg,. kh,Ch, durch einen und den- 
selben Punct; derselbe heifse d,, so wird nun die Gleichung 


zada,.cbBkCb,.cc —= 0 


durch jeden der 9 Puncte « ... 2, wenn er statt & gesetzt wird, befriedigt. 
Denn dafs die Puncte a, d, ec, d, e, : ihr genügen, ist oben bewiesen; aber 
auch f, 9, % genügen ihr, denn da die geraden Linien Af, kgCy,, kh,Ch, 


durch d, gehen, so hat man, wenn man noch für Af das ihm Gleiche AfCf 


schreibt, die drei Gleichungen 


K/C/h,—=0, ky,lybı=0, Kh,Chb,= 0, 


oder umgeordnet (Reg. 2, 3): 


fb, Ckf—=0, gibiCkg,—=0, h,bCkh, = 0. 
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Aber f, g9ı, A, waren die Werthe von », und f, 9, A, die von g; 


wenn x beziehlich die Werthe f, y, % annahm, also wird die Gleichung (12.) 


auch für 2 = f, g, A erfülli, mithin auch die mit (12.) identische Glei- 
chung (11); und die Aufgabe ist gelöst. Da übrigens k in «ß und in ö;, 
lag, so hat man k=«fp(2%,%), und da d, in Af und in ky,Cy, lag, so hat man 
b,=ky,Cg,(kf). Somit hat sich folgender Satz ergeben: 

„Wenn a, ... 2 neun beliebige Puncte sind, und 

A=de, a=af.cd, B=zef, C=ze, k=zeapli,), db =kgÜylkf 

gesetzt wird, wo 9, Au, 2ı die Puncte sind, in welche sich za Aa, ..xc 

verwandelt, wenn man statt & nach und nach die Puncte y, A, © sub- 

stituirt, und 9, %, die Puncte, in welche sich zdB verwandelt. wenn 

man statt x beziehlich die Puncte g und 2 setzt, und wo 

e=hygCy(hf); Pz=hyılh(gif) 
ist: so ist 
zaAa,.cbBkÜb,.xc — 0 


die Gleichung der Curve dritter Ordnung, welche durch die gegebenen 
9 Puncte « ... 2 geht.” 


Es läfst sich die gefundene Gleichung nach ($.6.) nun auch auf die 
einfachere Form (2.) zurückführen; was ich jedoch nicht weiter verfolge. 


Es drückt die oben gefundene Gleichung zugleich die lineale Beziehung 
aus, welche zwischen 10 Puncten «, 5, ... 2, x herrschen mufs, damit sie 
in einer Curve dritter Ordnung liegen; also die lineale Eigenschaft des einer 
solchen eingeschriebenen Zehnecks. 


Es ist dies die einfachste Eigenschaft dieses Zehnecks, die ich bisher 
bemerkt habe, obgleich die Gleichung (11.), welche dieselbe darstellt, nachdem 
man statt der darin vorkommenden Gröfsen die angegebenen Ausdrücke sub- 
stituirt hat, bis nur noch die 10 Ecken des Zehnecks darin vorkommen, noch 
immer 351 Factoren enthält, indem nämlich a, ec, d je 62mal, x, b, e, f; 9, 
h, ? beziehlich 3, 5, 44, 43, 24, 21, 25mal darin vorkommen. 


$. 9. 


Fernere Sätze über das Zehneck in einer Curve dritter Ordnung. 


Ich theile zum Schlusse noch einige hierhergehörige Sätze mit. ohne 
den leicht sich ergebenden Beweis beizufügen. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 3. 39 
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l. Zwischen 10 Puncten « ... Ak einer Curve dritter Ordnung be- 
stehen folgende Eigenschaften: 


4) Wenn man durch 4 der Puncte (z. B. «, db, c, d) 6 Kegelschnilte 


\ 


legt, welche aufserdem beziehlich durch je einen der übrigen 6 Puncte (e... k' 
gehen, so läfst sich stets ein eilfter Punct (/) von der Art finden, dafs jene 
6 Kegelschnitte mit den 6 Strahlen. die von dem eilften Puncte (db) nach diesen 


6 Puncten (e...k) gehen, projectivisch sind. 


ö6) Wenn man zwei von den Puncten (z.B. a, 5) zu Mittelpuncten 
zweier Strahlbüschel von je 8 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen 
sich in den übrigen 8 Puncien ‘e...‘A) schneiden, so lassen sich stets zwei 
Gerade A und DB finden, welche jenen Strahlbüscheln projectwvisch sind, und 
welche die Beschaffenheit haben. dafs jede Verbindungslinie zweier entspre- 
chender Puncte dieser Geraden durch den Punct geht, in welchem sich die 
diesen Puncten entsprechenden Strahlen jener Strahlbüschel schneiden. 


ce) Wenn man drei von den Puncten (z. B. «, 5, c) zu Mittelpunclen 
dreier Strahlbüschel von je 7 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen 
sich in den 7 übrigen Puncten (d...%) treffen. so lassen sich allemal 3 sie- 
benpunctige Gerade finden, die beziehlich den 3 Strahlenbüscheln projectivisch 
sind, und von deren Puncten je 3 entsprechende in gerader Linie liegen. 


d) Wenn man, wie in €), drei der Puncte zu Mittelpuncten dreier 
Strahlenbüschel von je 7 Strahlen macht, deren entsprechende Strahlen sich 
in den 7 übrigen Puncten treffen. so lassen sich stets 3 andere Strahlbüschel 
von je 7 Strahlen finden, die den ersteren projeetivtsch sind, und von deren 
Strahlen je 3 entsprechende durch einen und denselben Punct gehen. 


e) Legt man durch die 10 Puncte zwei gesonderte, (d.h. nicht ganz 
oder theilweise zusammenfallende) Linien »zerfer Ordnung, so schneiden sich 
diese aufserdem in 6 Puncten, durch welche sich ein Kegelschnitt legen läfst. 


Il. Umgekehrt: Wenn 10 Puncte eine der genannten 5 Eigenschaften 
besitzen, so liegen sie in einer Linie dritter Ordnung. 


Von diesen 5 Eigenschaften habe ich die erste schon früher (Bd. 42. 
S. 208) in entsprechender Weise für Curven beliebiger Ordnung nachgewiesen, 
und namentlich auch auf Curven vierter Ordnung angewandt (Bd. 44. S.21f.). 
Die folgenden 3 Eigenschaften gehen aus den 3 Hauptformen der linealen 
Gleichungen dritten Grades, wie sie an die Spitze dieses Aufsaltzes gestellt sind, 
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hervor. Die fünfte Eigenschaft, welche sich anı leichtesten durch Funelions- 
verknüpfungen (vergl. Bd. 42. S.204 ff.) ableiten läfst, erhält ein besonderes 
Interesse, wenn man als die betreffenden Curven vierter Ordnung 2 Vereine 
von je 2 Kegelschnitten annimmt, von denen jeder Kegelschnitt durch 5 der 
segebenen Puncte geht, der demselben Vereine angehörige also durch die 
5 übrigen Puncte. Es zeigt sich diese Eigenschaft der des Sechsecks, welches 
einem Kegelschnilte eingeschrieben ist, ganz entsprechend. indem sich der 
Pascalsche Satz zu folgendem Satze erweitern läfst. 
„Wenn man durch 6 Puncte eines Kegelschnitts 2 gesonderte Linien 
dritter Ordnung legt, so treffen sich diese aufserdem in 3 Puncten, die 
in gerader Linie liegen. Und nimmt man hierbei als die betreffenden 
Curven 2 Vereine von je 3 Geraden an, so hat man den Pascalschen 


Satz in der gewöhnlichen Form.” 
Stettin, den 15. April 1855. 





en 
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18. 


Note sur une formule pour la reversion des series. 
(Par Mr. A. Cayley & Londres.) 





J: me propose de d@velopper dans cette note, pour le cas de trois 
variables (ce qui suflit pour faire voir la loi dans le cas d’un nombre quelconque 
de variables) une formule qui se trouve dans le memoire remarquable de Jacobi, 
„de resolutione aequationum per series infinitas,” Crelle t. VI. p.257. Voici 
la formule dont il s’agit. Soit f(z,y,2) une fonction rationnelle et enliere 
des variables &, y, z et mettons v=A, v—=-Y, v=Z ü A, YZ 
sont des fonctions rationnelles el enlieres des variables x, y, 2%, telles que 
X—ı, Y—y, Z—z ne contiennent que les puissances et les produits du 
deuxieme ordre et des ordres superieurs des variables. Cela etant on aura 

h \ o(A,Y,Z 1 

fa,y,2) = Way) er) Wa Zw) hantyrs ? 
oA,Y,Z) 
8(8,7>2) 
A, Y, Z par rapport a x, y, & et la notation layız. signifie le coefli- 





denote le determinant fonctionel ou „Jacobian” de 





ol la notation 


cient de «'y'z”" dans le developpement de la fonction en dedans des []; 
ce developpement doit s’effectuer d’une maniere determinee, savoir il faut 





d’abord developper les facteurs selon les puissances descendantes de x 


AÄ—u 


1 ’ 2" > San . 
c. a d. dans la forme stntn+ etc., et puis ecrivan X= x-4P (oü 


P est fonction des trois variables) il faut developper les puissances de X 
selon les puissances descendantes du monome x c.ä .d. dans la forme X” — 
2" — ma" P+43m(m-+1)2""P°— etc., ce qui est en effet un develop- 
pement selon les puissances ascendantes des variables. 

l.a formule donne 





Coefl. u'v’w° dans f(z,y,2) = re; y>?) 


(X, Y,Z) 1 ] 
0(X,Y>2) zn Prize arytz 
ou ce qui est la m&me chose 

Coefl. u'v’w“° dans f(x,y,2) 


} Bi Ra Bo 





—— f(z, Y;5 2) 


olx, Y» 2) a tyT! az! 
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Soit a present 


X — + A,.,n2yez" + etc. 
Y=y..+B,,,.uy’z* 4 ete. 

aha PR 
Z — + Onn2y”2” 4 etc. 
f(sy:2) = -:.. OIport’y?zt+ etc. 


Dans ces expressions et partout dans ce qui suit, les etc’s se rapportent a 
des termes q’on obtient en affıxant des accents en nombre quelconque aux 


symboles indetermines. 


En employant la notation de Gaufs Ha —=1.2.3...«, on obtient pour 


1 y-ı 
le terme general de ER s 


IIa+r—1) 


(7 
IIa IIc etc. h8; 


—a—r+F,.G „H 
TE u 





ou 


atete. =r, fatete.—=F, gatete. =@G, ha-+ etc. — H. 
De meme le terme general de — - Y est 


N) 


(—) I -bs4J2 rn. 
TIbIIßete. + 


‚eic. LYy 





ou 


B+ete. =s, iß+tete =I jß-+ete = J, kß-+ete. —= K, 


et le terme general de — 2" est 
h) 





_JI(c+t—1) N 
A i—1 Y \ L c=1+N 
IIc ILy etc. Ci y"s ' 


ou 
yteeo.=t Y+tet.—=L, my+et. = M, ny+etc. = N. 
En formant de la le terme general du Jacobian et en multipliant par le 
terme general de f(x,y,2) on obtient pour le terme general de l’expression 
en dedans des [ ], la valeur que voici, 





(jrtsH II(a+r—1) II(b+s—1) II(c+t—1) x 
IIa IIb IIc IIe etc. IIfetc. IIyetc. 
A;,.,r ete. B/,, etc. Cimnetc. Oporlatr—F, —6, —H |x 
—L b+s-J, —K 
—L, —M, c+t—-N 








+ FHl+L+P-1 . ya 0-1 guet H+K+ N+R- 
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et pour trouver le terme qui contient e'y'z7' on n’a qu’a @crire dans cette 
expression 
F+1-+L-+P=a-4r, @+J+M+Q0=b+4s, H+K+N-+R=cHt, 


—1 l 


le coeffiecient de e'y 'z7' 


sera alors la valeur de l’expression [ ].-ı -ı.-ı 
u .y.2 


qu’il s’agissait de trouver. En effectuant cela et en recapitulant les formules 
on obtient le Iheoreme suivant: en posant 


X— 2... 4,12 Y%% ele — mW, 
r an . } 1 ei H aussi “ 

Y=y...+B,ı27y’z2" +ee.=», 

Z = 2...+0,..2y"z"+ee—= mw, 


fi; Y,%) En © + Op,o,re" y’z" + etc. 


on aura pour le terme general du coeff. wv’w“ dans f(x,y,2) la valeur que 








voici. 
rs II(a+r—1)II(b+s—1)II(c+1—1) 
m IIaIIb IIc II«etc. IIßetc. Ilyete. x 
Ay... etc. Bi; , etc. C/„ „etc. Op or\P-+I-L, —G, a. 
—1I, 0O+-G-+M, -K | 
—L, — M, R-+- H-K 
dans laquelle 
a eic.=r, P+ele.=s, y-+ etc =1t, 
fa + etc. = F), ga+ etc. —=G, ha-+etc.—= MH, 
B-+ etc. —Ä, jP-+ete.—)J, kß--elg. —=K, 
y-+et.—=L, my + etc. — M, ny-etc.— N, 


P+ F--I+L=a-+r, Q)+-G+J+M=b-+s, R+H+K-+N=cHt. 

l,es dernieres equalions peuvent s’ecrire sous la forme 
P--(f—1)e-+ete-+ 2 + etc. + ly + elc. i 
0 -- ya--etce.+(j—1)P-+ etc. + my etc. b, 
R-- ha etc. + kß+etc.+(n —1)y-+etc. = c, 

qui sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les valeures de P, Q, R, 


a etc., P ete., yelc., f, 9, A etc., 2, j, k etc., I,m, n eltc.; en ajoutant ces 
equations on obtient 


| 


| 


P+ O4 R-(f+9+h—1)a+ etc. + G+j+k—1)ß+ ete. 
+(+m+n—1)y+ete. = a+b+c 


u ee ee re 








u nr Th 


ee ren A. ne 











br 


N a ee ee ner net 
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et les nombres f+g-; h—1 ete. ?-+j7-+k—1 etc. I4H-m-n—1 etc. son! 
positifs. il n’y a done qu’un nombre fini (comme cela doit ötre) de so- 
lutions des @quations indeterminees. 

II y a une maniere assez simple pour caleuler le delerminant qui entre 
dans la formule, pour cela je represente les termes P, J etc. par les nolations 
symboliques X9, Ay etc. de maniere que le determinant devien! 


X9 + Ay-- Az, — Yr, — Zr 
Ay, Y9--Yr-Yz, — Zy 
— Äz, — Yz, 43 + Zr 4 2y 








or ce delerminant est ce que devient le produit 
(X9--Ay+&Xz2)(Y9+ Yr-+ Y2)Z9-+ Zr- Zy), 

en omettant du developpement tous les termes per contiennent un cycle tel 
que Ay. Yx ou Ay.Yr.Zır. Cela donne pour le determinant la somme 
des seize termes 

AI3.Y9.29 4-19. 29 (Xy-- Az) ZI. X! -Yır)+-A9.Y9 Zr Zy) 

+ AI Yr.Zr+4+ Yr.Zy-Yz.Zr)-- Y9 Zy.äy- Zy. Az. Zw. Äv, 
- 29 (Az. Vet. Az. Yr-Xy.Yz) 


et la möme chose est vraie quel que soit l’ordre du determinant, West 
M. Sylvester qui m’a fait cette remarque. 

Les formules de Jacob: s’appliquent aussi au cas ou u, v, w elc. 
sont donnees en termes de x, y, x ele. au moyen d’equations et non pas 
explicitement comme auparavant. mais je ne chercherai pas ä present ce que 
deviennent les formules pour ce cas plus general. 


On peut appliquer la formule au probleme de la transformation des 
variables independanies dans le calcul differentiel. En effet. soient u, v, w 
des fonclions quelconques de .r, y, & et prenons $, n, { pour les iner&ments 
de z, y, z respeclivement et v, v, & pour les inerements de u, », w re- 


speclivement; on aura 
Grtetrwintr i 0) + ete.|.r, 
= (wntr wre a) + 44 vi of) + ee}y, 
= il von vot 04 1(v + v4 | 0) + ete. | 2. 


| | 
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Soit 


u O(x,Y; 2) 
BER Alu, v, w) 





le Jacobian de &, y, 2 par rapport ä u, v, ww; et meltons 
VE to) =. », 
Wet tot)y = 
(want? to)? Be 


v, v, w seront des fonctions lineaires de p, 4, r et en formant avec ces 
’ . d d d 
valeurs l’expression de v— +v—-+w--, on trouve 
du ' dv dw 


MR 0 — px--qy- r2, 
du du ! "2 EN 


j a d d d ' 
ou x, y, z sont des op£erations de la forme L--+ M—-+ N qui peuvent 


ötre representees symboliquement de cette maniere, 


— 1 d d d 
v—= — 








V|du?’ dv’ dw 
dy dy dy 
du ’ dv’ dw 
RR. MR 











du’ du’ dw 


ei de möme pour y et 2; il faut faire attention qu’en operant avec ces sym- 


boles il faut traiter comme des constantes les fonctions de uw, v, w qui entrent 
dans ces m&mes symboles. 


Nous avons evidemment zx = 1, ye=0, z2—=0, et de meme 
zy=0( etc., on obtient de la 


zZ p+i(pe-+gy-+ rz)’ 2 + etc.. 
q+3(pz-+gy-+rz?y-+ete.. 
& = r+4(pr-+ yy- r2) 2-4 etc., 


soit a present 9 une fonction quelconque de x, y, z ou de u, v, w. En 
envisageant $* comme fonction de x, y, 2, on trouve l’increment de cette 


| 


N 











EI FRE ERN 











ae un % 
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fonclion en operant sur 9 avec le symbole 


(& d ) + Hg ' ee” d ) f ' 
7 +n— +{——) + ete., 
7, 7, da Fr Tag) T 8 


mais en envisageant 4 comme fonclion de %, v, w et en faisant altenlion ä 
"’equation v n ) « . ct-qy-trz Inere t 
—-- 1 — 4-0 — = 9E--4yY-+rz, on lrouve ce meme ineremen 

du ' du! dw PETER . 


en operant sur # avec le symbole 


(px -| 4y- +4(px +gy- rz)’ + etc. 


l 


et les deux resultais deviendront idenliques en substituant pour yp, 4, r les 
valeurs de ces quanlites en termes de 5, n, {, valeurs qui se trouvent par 


in 


la reversion des series qui donnent 5, 7, & en termes de p, q, r. Üest ä dire 


-_ 


nous aurons, 


- 


DE (= -) = ITa IIb ITe.coefl. &'n"{° dans 


(pe+qy+r2)+ 4 pe+gy+rz) tete}, 
ou 
p+3(pe+gy+rz’r+ ete., 
n = q+(pe+qy+rz)’y+ ete., 
C=r+$(pe+gy+rz)z-+ ete. 
C’est la le probleme de la reversion des series qui vient d’etre traite; et en 
substituant 


\ 


RAP 2 
TIfTIgIIR” - 











1 a 1 
Pr —h. ine) ck a — mn ea - 
Fe IT: II, IIk ».I = 7 ‚din In" 7 ” 


—R 





un 
TPNONR“ 7 
au lieu de 


r 
Aygsı B B,, k> C, mn? Op, Q,R»> 
on trouve le theoreme suivant: 


Theoreme. Le terme general de DE est 


KAlaTy2 x) ete. ("ya ty) ete. (ey z)Yete. a yYat 


expression dans laquelle 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. Lil. Heft 2. 36 
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atete = r, B-+ete. = s, y+ete — t, 
fa + etc. = F, ga-- etc. —= @, ha--etc. = HM, 
2 - eic. — I, jP- eo. == J, k7-+ etc. = K, 
y-+ete. = L, my- etc. = M, ny--eic. = N, 


F+I+L4P = atr, 61J4M40 =b+s, H1KANAR — c+1t, 


KR = (tx 


\ 


a elle IIka+r—1) II(b+s—1)IT(c+t—1) 
IHa etc. ITßete. IIy etc. (ITf ITy ITh)“ etc. (IE IT IT)" etc. (II IIm IIn)’ ete TIP IIO IIR 





2 = |P+1I-L, — 6, —dHi 
a 0-6G-+M, KR 
en M —-M R-+-H-+K 








et oü les nombres f+g-+h—1ete., #45 --k—1 ete., {+ m-+n—1 etc. sont 
tous positifs comme auparavant. 


La formule contient les symboles x, y, & qui sont chacun une fonction 


d d d 


‚> ——, on pourrait donc se pr r 
5 pourre proposer la question de trouve 


le terme general en developpant la formule de maniere a ne contenir que des 

yuissances et des produits de ces svmboles m m wi c'est a quoi se ra 
ss: , > \ > . m oe > | FE UNE TERRIDEN nn > « a { Pa 

| | J dw’ dv’ dw’ en p 


portent les recherches tres etendues que vient de faire M. Sylvester sur ce 


lineaire de 





sujel et qui embrassent aussi bien le cas ou les nouvelles variables sont donn&es 
explicitement que celui oü les deux systemes de variables sont lies par des 
equations donnees. 


II y a une autre maniere de traiter cette question de la transformation 
des variables independantes, savoir en ecrivant 


Ä ei d .- d 
R=-:z tigt: 


on peut exprimer les puissances de # au moyen de g et de cette autre quan- 
tite symbolique 


A— satyy-+ zz. 
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En effet en mettant y—=pxr--gy-+rzona 


a Euindiae ul 
R- Zr Tz35R > eic. —= X15X T 33X 1 eic.. 
ou 


l 2 ] 
p n 5 34 Lo 


Xx-+ etc., 


\ 


In 


| 

RS 
ae er 

N = 4T3XYTza53XYTrele, 


« 1 7 1 3 N 
= r?— S+ = 7/5: — elc. 
G 1 94 4 9 3A=ı 
En se servant de la methode des approximalions successives, on trouve comme 
premiere approximation 
p es AM 4 mono N); A E; 


et de la 


comme seconde approximation 
c 2 n a. Ban » RU: 2 
PETER. WEITE: -_—6—1e2, 
et de la 
=e0—-%A; 


comme troisieme approximalion 


p = —4(e—o’Ao)e — tote, 

ERLI 2 2 ö Bi 
g=n- Me —eAd)y— Loy; 
r = c5—4{(0— oAe)z —Lo’z, 


et de la 
= 0A A1A—t0 A, Ked—-oAe, Le 
et ainsi de suite; donc en substituant 


R+ıR+4R’-+ete. = gg — 404104101 — 1404 


S +40" — 304 
+40" + etc. etc. 
c’est a dire 
R=o, 
R: Fa 0° ai. oA, 
RK = 0'— 30° — (0 — 30°A0) A, 
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formules dans lesquelles un terme tel que 0°4 signifie x. r + o’y.y-+eo'z.z, 
c. ad. Foperation du symbole o° s’arrete aux quantites x, y, x faisant partie 
du symbole / qui vient immediatement apres le 0°; la m&me chose a lieu dans 
tous les cas semblables. L’equation generale est 


R' — IT-IIA, 


mais pour expliquer la forme de la fonction 77 il faudrait faire des develop- 
pemenis assez longs, dans lesquels je n’entrerai pas a celte occasion; la 


decouverte de cette equation generale est due a M. Sylvester, qui l’etablie 
d’une autre maniere. 


Londres, 2 Stone Buildings, 16 Avril 1855. 
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19. 


Theorie der Abel’sehen Kunctionen. 
(Von Herrn Dr. ©. Weierstraf's.) 





Einleitung. 


Dass Abel’sche Theorem über die hyperelliptischen Integrale bildet die 
Grundlage für die Theorie einer neuen Gattung analytischer Funclionen, die 
deswegen passend Abel’sche Functionen genannt, und folgendermalsen definirt 
werden können. 


Es bedeute 
R(z) = A(2 —a)(2— 4)... (2 — 4,41) 
eine ganze Function (20--1)ten Grades von z&, wobei angenommen werde. 


dafs unter den Gröfsen 





keine zwei gleiche sich finden, während sie im Übrigen beliebige (reelle und 
imaginäre) Werthe haben können. Ferner seien %,, %, ..., %, g unbe- 
schränkt veränderliche Gröfsen, und zwischen diesen und eben so vielen von 
| ihnen abhängigen #,, Z%;, ..., x, die nachstehenden Differential-Gleichungen, 
in denen 

P(x) das Product («— a,)(2 —a;)... (2 — a,) 


bedeutet, gegeben: 
Pi), dr, P(.,) dır, Pix.) dx ni A 





























du, — ?2,—a, YRüa (#,) up Fr U, Re) ur Er —a, YR(x,) #0)” 

uhas Pr) die Se dx, P(x.),_dı, 
du, — rer Te ie VRR) re L—U, "YVR(x,) ’ 
a ide Pix.) . de, Pla), _da x) 


e Fr —a, VR(x Bu. —a, VR(x,) ee en yRix,) 





*) Man kann diesen Differential-Gleichungen mancherlei verschiedene Formen geben; 
die hier gewählte vereinfacht die Rechnung nicht unwesentlich, ohne dafs, wie später 
soll gezeigt werden, der Allgemeinheit Abbruch geschieht. 


Crelle’s Journal f. d.M,. Bd. LII. Heft 4. 37 
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mit der Bestimmung, dafs &,, 22, ..., x, die Werthe «,, @, ..., @, an- 
nehmen sollen, wenn %,, %, ..., %, sämmtlich verschwinden. 

Alsdenn ind 2,, Zu, 0% LE, als die Wurzeln einer Gleichung von 
der Form 

=+P,e"-—- Par”’-... +, == 0 
zu betrachten, wo P,, P;, ..., e, eindeutige analytische Functionen von 
U, Un. ..., 4, bedeuten; während eine zweite ganze Function von x des 
(o— 1)ten Grades 
O2" + Qt +0, 

deren Coefficienten eben solche Functionen von %,, %, ..., u, sind, wenn 
man 2 —=2, 8%, ..., 2, setzt, die zugehörigen Werthe von 


YyR(a,), yRar), --. YR(z,) 

giebt.* ) 

Hiernach ist jeder rational und symmetrisch aus 

Zi, 2a... 2, und YRz,), YRiz), ...., yR(z,) 
zusammengesetzte Ausdruck als eine eindeutige Function von %, %, .... U 
anzusehn. Insbesondere aber zeigt es sich, dafs das Product 
(.— 2), — 2.) ... (4— 2), 
wo r eine der Zahlen 1, 2, ...,. 20-1 bedeutet, das Quadrat einer solchen 
ist. Betrachtet man demgemäls, indem man 
ya) = (e—2)(2 2)... (2) 


selzt, und unter A,, As, ..., Är,,, Constanten versteht, die Gröfsen 








Yyhıypla), yYapla)ı ++ YRs+ıP (Go+ı) 

als Functionen von %,, %, ..., %,, so kann man nicht nur aus denselben 
die Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln z,, 2, ..., z, sind, leicht 
zusammensetzen, sondern sie zeichnen sich auch gleich den elliptischen 
sinamu, cosama, Jamw, auf welche sie sich für o = 1 reduciren, und 
denen sie überhaupt vollkommen analog sind, durch eine solche Menge merk- 
würdiger und fruchtbarer Eigenschaften aus, dafs man ihnen und einer Reihe 
anderer, im Zusammenhange mit denselben stehenden, vorzugsweise den Namen 
„Abel’sche Functionen” zu geben berechtigt ist, und sie zum Hauptgegenstande 
der Betrachtung zu machen aufgefordert wird. 





*) Den ersten Theil dieses Satzes hat bereits Jacobi ausgesprochen, und dadurch 
den wahren analytischen Charakter der Gröfsen &,, &,, ..., &, klar gemacht. 





2 ua Bü a 
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Die nächste Aufgabe, welche sich nun darbietet, betrifft die wirkliche 
Darstellung der im Vorstehenden definirten Gröfsen, sowie die Entwicklung 
ihrer hauptsächlichsten Eigenschaften. Sodann ist es auch erforderlich, das 


Integral 
F(a ei .. N 
SEE et th 


wo F'(x) eine beliebige rationale Bub, von x Kata als Function von 








Hz Urn ..., U, auszudrücken. Beide Probleme finden in der gegenwärtigen 
Schrift, deren Resultate ich zum Theil schon früher in zwei kleinern Abhand- 
lungen*) bekannt gemacht habe, ihre vollständige Erledigung, und zwar aul 
einem Wege, welcher von dem für die AbeÜ’schen Funclionen zweier Ar- 
gumente von Göpel und Rosenhain betretenen gänzlich verschieden ist. Die 
genannten Mathematiker gehen nämlich von unendlichen Reihen aus, die sie 
aus denen, durch welche Jacobi die elliptischen Functionen auszudrücken 
gelehrt hat, durch eine von tiefer analytischer Einsicht zeugende Verallge- 
meinerung erhalten, und zeigen dann, wie sich aus denselben, die zwei ver- 
änderliche Gröfsen u,, %, enthalten, die Coelfficienten einer quadratischen 
Gleichung so zusammensetzen lassen, dafs zwischen deren Wurzeln und ,, , 
zwei Differential - Gleichungen von der oben aufgestellten Form bestehen. 
Dagegen war mein Bestreben von Anfang an auf die Auffindung einer Methode 
gerichtet, die geeignet sei, unmittelbar von den genannten Differential- Glei- 
chungen aus für jeden Werth von o auf einem einfachen, alle Willkührlichkeit 
ausschliefsenden Wege zur Darstellung der Gröfsen ©, #2, ..., , als 
Functionen von %,, %, ..., 4, in einer für alle Werthe der leiztern gültig 
bleibenden Form zu führen. Durch weitere Ausbildung eines Verfahrens, 
dessen ich mich bereits früher zur directen Entwicklung der elliplischen 
Functionen, ohne Voraussetzung der Multiplications- und Transformations- 
Formeln mit gutem Erfolge bedient hatte, gelang es mir, das Ziel, welches 
ich mir gesteckt, vollständig zu erreichen; wo sich denn als schliefsliches Re- 
sultat meiner Untersuchungen ergab, dafs sich sämmtliche Adel’sche Functionen 
einer bestimmten Ordnung auf eine einzige, in einfacher Form darstellbare 
Transcendente zurückführen lassen. Damit ist aber für sie dasselbe erreicht, 
was für die elliptischen Functionen Jacob? gethan hat, und was Lejeune 
Dirichlet in seiner Gedächtnifsrede auf den grofsen Mathematiker mit Recht 
als eine der bedeutendsten Leistungen desselben bezeichnet. 





*) S. Programm des Braunsberger Gymnasiums v. J. 1849 und Crelle’s Journal Bd. 47. 
37* 
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Die vorliegende Arbeit ist unter mancherlei äufsern Hemmungen entstan- 
den, die mir nur von Zeit zu Zeit, und oftmals nach langer Unterbrechung, 
mit derselben mich zu beschäfligen gestatteten. Ohne Zweifel wird man Spuren 
davon an nicht wenigen Stellen entdecken. Gleichwohl hoffe ich, dafs ihr die 
Sachkundigen auch in der Gestalt, wie ich sie jetzt ihrer Beurtheilung vorlege, 
nicht ganz ihren Beifall versagen, und wenigstens een Ergebnifs derselben mit 
Befriedigung aufnehmen werden, die Thatsache nämlich, dafs sich die ellipti- 
schen und die Adelschen Functionen nach einer für alle Ordnungen gleich 
bleibenden und zugleich directen Methode behandeln lassen; und ich trage kein 
Bedenken, zu gestehen, dafs ich anf dieses Resultat meiner Arbeit einigen 
Werth lege, und es als ein für die Wissenschaft nicht unbedeutendes betrachte. 





Erstes Kapitel. 


Erklärung der Abel’schen Functionen; Bestimmung der 
analytischen Form derselben. 


5: 


Ich beginne mit der Ermittelung der Form, unter welcher der Zusam- 
menhang zwischen den Gröfsen &,, &2, ..., 2, und %, %,..., %, darge- 
stellt werden kann. Zuvörderst aber möge, zur Vermeidung von Wiederholungen, 
hier ein für allemal in Betreff einiger Bezeichnungen, die ich im Verlaufe 
der ganzen Abhandlung unverändert beibehalten werde, Folgendes festgestellt 
werden. 

Die ersten Buchstaben des deutschen Alphabets, a, b,c... sollen, 
sobald nicht ausdrücklich etwas Anderes bestimmt wird, ausschliefslich Zahlen 
aus der Reihe 

u Be 
bedeuten, in der Art, dafs jeder derselben, wo er in einer Formel vorkommt, 
unabhängig von den übrigen etwa in ihr sich findenden, sämmtliche dieser 
Reihe angehörigen Werthe durchlaufen kann. Ein Ausdruck, der einen oder 


mehrere dieser Buchstaben enthält, repräsentirt demnach, je nachdem die Zahl 
derselben 1. oder 2, oder 3 u. s. w. ist, 0, oder 0°, oder 0° u. s. w. Werthe. 
Die Summe aller dieser Werthe soll dann ferner durch ein dem Ausdrucke 
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vorgeseiztes > bezeichnet werden. und zwar in der Regel ohne besondere 
Andeutung der Buchstaben, auf welche es sich bezieht, was nur in dem Falle 
nicht unterbleiben darf, wenn aufser derselben noch andere deutsche Buch- 


staben vorkommen. Hiernach ist z. B. 
u=n 
\ —r Y \ 
Fü = Fü) 
al 
ao b=o 


ZEF(a,b) = & EFla,b) 


ai bi 


Dagegen soll 


A=o 


= F'(a. b) — &F(a,b) 
a al 
nwmol= 
ZPlieb,) IF (a, b, e) 
v a,b abi 
sein. U. S. W. 


Kommt es in einem besondern Falle vor, dafs bei einer solchen Sum- 
mation ein Buchstabe von den festgesetzten Werthen irgend einen bestimmten 
nicht annehmen darf, so soll darauf durch ein dem & oben beigefügtes 
aufmerksam gemacht, und zugleich der auszuschliefsende Werth neben der 
Summenformel angegeben werden; wonach z. B. die Bedeutung der Formel 

Bi), (a>b) 
a Fe 7} 
klar ist. 

Endlich bemerke ich noch, dafs eine Gleichung, die einen, oder zwei 
u. s. w. der in Rede stehenden deutschen Buchstaben enthält, ein System von 
9, oder g° u. s. w. Gleichungen darstellt; so dafs z. B. die in der Einleitung 
aufgestellten Differential- Gleichungen sämmtlich in der folgenden 
(1) dvw= Zi Fame. En 

Lı— u Vai.) 


a 





enthalten sind. 
Dies vorausgeschickt soll nun zunächst gezeigt werden. dals sich 
Loy Kay ey E, bei hinlänglich kleinen Werthen von U, Up, ..., WU, nach ganzen 
positiven Potenzen dieser Gröfsen in convergirende Reihen entwickeln lassen. 
Wenn die Differenz x —a,, wo r irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 
20-1 bezeichnen soll, dem absoluten Betrage *) nach kleiner ist als die 





*) Unter dem absoluten Betrage oder Werthe einer complexen (imaginären) Grölse 
verstehe ich hier den analytischen Modul derselben, wie er sonst genannt wird. Der 
Umstand, dafs das Wort Modul in so verschiedenem Sinne gebraucht wird, und namentlich 
in der Theorie der elliptischen und Abel’schen Functionen bereits eine feststehende Be- 
deutung hat, möge die Einführung der vorgeschlagenen Benennung entschuldigen. 
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Differenz zwischen a, und jeder andern der Gröfsen &, 4, .... 4ayyı (Was 
durch den Ausdruck „es befinde sich z in der Nähe von a,” bezeichnet wer- 
den möge). so läfst sich 


1 
Ra durch eine convergirende Reihe von der Form 








1 | \ f | / > 
Ranl ma -a)+me-a” re} 
yKR'(a)(2—a,) 
’ . oR(.r) =, a 
darstellen, wo B(=) — "ar ’ und (r),, (vr), u. s. w. ralional aus «, und den 


Goelficienten von R(x) zusammengesetzte Ausdrücke sind. 
Wird daher angenommen, es befinde sich x, in der Nähe von «,, 
der Nähe von a, u. Ss. w.. und setzt man, 


Ra ) y a , oP (x) 
Pi.r) 4 A, re A,+1) ns (2 Ir Uro+1) mil V(x), -. mit P (2) 
bezeichnend. 





(2.) | ET 2,—4,)) Mus 


hat man 


P(.x,) dx | 2 4 
2 u (° | TR, ) = ((a, b), (A, b), Sa + (A, b), Sa Fr ne ‘) ds, 


wo (a.b),, (a,b), u. s. w. rationale, aus 4,,. a, und den Coefficienten von 





P(x). Q(x) zusammengesetzte Ausdrücke bedeuten, und insbesondere 


au = 1, (5b), = 0, wenn a>hb, 


’o 
ist. Hiernach geben die Gleichungen (1.) durch Integration 


u, Ze +8} at Kl 


=]. 
„ = _- S BEN ei . 


(3) 


BEN (a, O)n Hl. 
u 3 +8} AtT° 


n = 1...% 


Aus diesen Reihen erhält man dann ferner durch Umkehrung die folgenden, 


in denen (U, %, ..., %,), eine ganze homogene Function nten Grades von 
U, Unr 2... %, bezeichnen soll. 





ENTE 
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P'(a,), 
Fr ee —a))=W-4(1,%,, .... u) - | (Urn Uny..., u): {| ..., 


ee 
= —4))=1,4 (U Ur UN lu Uns.) see, 


(4.) 





Pia.) 
5, nr — _ (era (4,) ut en. (U, U;,. ...,. U) (U, U, .... U) TERL 


Ferner, da sich 
Pia) i 
TR) in eine Reihe von der Form 
srl 
entwickeln läfst, 
P(.r,) an VR(a,) 
05.) vk(x,) Na: Or.) 


ur 


—=u+ (1%,..., U) (Us Un... U). 
(a = 1,2,...,0) 
Die vorstehenden Reihen können nicht für alle Werthe von w,, w., ..., 4, 
convergiren, sondern nur für solche, die gewisse Bedingungen erfüllen. Es 
ist aber für den gegenwärtigen Zweck nicht erforderlich, diese aufzusuchen; 
es genügt vielmehr anzunehmen, dafs die Reihen (3—5) für irgend welche 
Werthe von %, %, ..., %,, deren absolute Beträge durch Ü,, Ü;, ..., U, 
bezeichnet werden mögen, sämmtlich convergent seien — wozu man nach 
einem allgemeinen Satze über die Reihenentwicklungen von Functionen, die 
algebraischen Differential- Gleichungen genügen, berechtigt ist*). Dann sind 
sie es auch unbedingt, sobald man für %,, %, ..., u, nur solche Werthe 
zuläfst, die dem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich U,, U, ...,. U 
sind, und geben unter dieser Voraussetzung 
Tg Kzy vorn Dos Ra), YR(2.), .... YR(z,) 
als völlig bestimmte, eindeutige Functionen von %,., %. ..., %. Wenn man 
aber die vorstehenden Gröfsen für alle Werthe von %,, %,, ..., 4, innerhalb 
der bezeichneten Gränzen berechnen kann, so ist durch das Abel’sche T'heorein 
die Möglichkeit gegeben, dieses auch für beliebig yrofse Werthe der ge- 
nannten Veränderlichen auszuführen. 
$. 2. 

Um dieses nachzuweisen, nehme man statt %,, %, ..., u, (2u) Reihen 

von je oe solchen veränderlichen Gröfsen 





*) Vergl. meine Abhandlung über die analytischen Facultäten in Grelle’s Journal 
Bd. 51. S. 49. 
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’ ! 4 
te ee 
ee 
(1.) 
u ES 





die keiner andern Beschränkung unterworfen sein sollen, als dafs 


' at Qu) 
Me a 
ämmllich dem absoluten Betrage nach kleiner als U, vorausgesetzt werden. 


bezeichne man, wenn m eine der Zahlen 1, 2, .„ 2u bedeutet, mit 


Ferner 
‚(m) ‚(m) (m) 
I * 329 6 5, ’ 
(m) (m) (m) 
Re N} [5 E 2 bo) * [ “ by) T, 3 


mem) (m) ml) \ 
Ltr Le WE Re, 


die Gröfsen. welche man für 
S L Soa ... 9 7 


is Las ..1. T,> 


VRa)), VR(2,), . .. YR(a,) 


vermittelst der Reihen (4,5) des vorhergehenden $. erhält, wenn man dort 
(m) (m) (m) . 
U. U 2 ..., % an die Stelle von %,, %,, .... u, setzt. Sodann hat 
man zwei ganze Functionen M(x),. N(x) von der Form 
(2.) (Max) = 2" + M,z#"+..+M,; 
+ INv) Nerl..{ N, 


vermittelst der folgenden (2uo) Gleichungen 


| 








(mf\ VR(a,) 17.0 a 
M (Tu) 0 A + A (74) —=(. 
Mia" Ye LıNa) —=0, 


‚2u) 
Maren) EI) 1 Naeo) — 0, 


r® “) 
Ola a 





(a m 1,2,...,0) 
zu bestimmen, worauf die ganze Function (Que -o)ten Grades 
P(x)M° (x) — O(z)N?(z) 


Be te € ae ' . i (?u) (?2u) . 
für | — TI,» ...,. RE 27, ...,. T, 0.0 Tr „oo o9 LT, Null wird, und daher 





| 


Ber 


een 


RL RE ERNIFERIN 
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durch das Product 


z ae \ Pr Ihm pr‘ " 2), Pr (24) 
(2)... 01)... (P-8,).. (00°)... (e-8,"), 


welches durch /7(x) bezeichnet werden möge, theilbar ist. so dafs man 
4)  P&@)M:(2)— O&)N’(&) = II(a)y(e) 
setzen kann, wo Y(x) eine ganze Function von der Form 


z+P,="+ P,.2°” +. +P, 


bedeutet, in der P,, P,. ...,. P, rational aus 
Ar Be YR(«)). Ylkazı , YRial), 
u Ds +0. T, YR(z)), yRia). €. R(z,), 
(9.) und 
24) „@u) ‚2r) 2u), .2u) u 
men den yRia ) yRlaz’) ..., YR(a,”) 


zusammengesetzt, und daher auch als eindeutige Functionen der Gröfsen (1.) 
zu betrachten sind. Bezeichnet man jetzt mit &,, &, ..., £, die eg Wurzeln 
der Gleichung 





p(x) = 
so gelten nach dem Abel’schen T’heorem die o Gleichungen, die sich aus 
der nachstehenden 











Pix) da Pix.) dia Pix.) dr. 
6. P> , ! 7 ” } nn ul = 
(6 a FR Ra) Tr = Xx—a, YR(x,) 


ergeben, indem man b=1, 2, ..., eo setzt, unter der Bedingung, dafs man 
der Wurzelgröfse YR(x,) den durch die Gleichung 


P(x.,) M (X) aus O(x.) N (s.) 
N (,) u M(x,) 








(7.) yR (x,) ne 


bestimmten Werth beilege*). Nun ist aber 


! „ " ” 
zı P(x,) da en: du). zı P(x.) dx, 


 x,—a YR(aı) RT "TR ee 











*) In Betreff des Beweises dieses Satzes verweise ich auf Abe’ls Abhandlung: 
Remarques sur quelques proprietes etc. in Crelle’s Journal, B. 3, S. 313 und Oeuvres 
completes, tome I, 288. Einen auf ganz andern Principien beruhenden Beweis des 
Satzes werde ich später geben. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 4. 38 
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Daher 





! „ P(x ) dx, 
en (u) — L e.. j 
8) dw+ du + ++ du 21 Su 
(b=1,2,.:..0) 


Bevor aber aus diesen Gleichungen weitere Folgerungen gezogen werden, 
ist es nothwendig, die Zusammensetzungsweise der Coefficienten von M(x), 
N(x), p(x) aus den Gröfsen (5.) oder (1.) einer nähern Betrachtung zu 
unterwerfen. 








$. 3. 
Es läfst sich, wenn & in der Nähe von «a, angenommen und 
P'(a,), 0 (a,) g? 
(ae@- u” a)) = sr Pa)“ 
gesetzt wird, 
YVR(.) d P(x) 





0a) A Tre) 


in eine convergirende Reihe 


2) satt 
entwickeln, welche mit AR,(s) bezeichnet werden möge, so wie auch die 
Functionen von s, in welche M(xz), N(x), P(xz), O(z) durch die Sub- 
stitution 


übergehen, durch M,(s), N, (s), P,(s), Q,(s) angedeutet werden sollen. Ferner 

seize man 

E85) 5). (ER) = NS), 
M,(s)R,(s)+N, (s) rn f:($)» 

so kann auch f,(s) für jeden Werth von s, der so beschaffen ist, dafs der 

zugehörige Werth von z in der Nähe von «a, her vi in eine convergirende 

Reihe entwickelt werden. Es ist klar, dafs s,, s/, u.s. w. in Folge der 

oben in Betreff der Gröfsen (1, $.2.) gemachten Annahme sämmtlich zu diesen 

Werthen von s gehören. 

Angenommen nun, es sei überhaupt f(s) eine Function von s, die sich 
für alle Werthe dieser Veränderlichen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als ein bestimmter Gränzwerth S sind, durch eine convergirende Reihe von 
der Form r 


(3.) 


4,+As+Ahs+.-- 





PReRe N.» — ©0000 222222 


RE 
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darstellen lasse, und r(s) bedeute eine ganze Function nten Grades, wobei 
zugleich angenommen werde, dafs die Wurzeln der Gleichung n(s)—0 sämmt- 
lich dem absoluten Betrage nach kleiner als S seien. Alsdann läfst sich für 
jeden Werth von s, der seinem absoluten Betrage nach gröfser als jede dieser 
Wurzeln ist, 


a ale ÜC,s”" 4 C, gr - C, g"7? 2 solls sc, gran 


(s) 
m=0(0...0% 


setzen (wo m, so wie überhaupt im Folgenden die Buchstaben m, n, p. eine 
ganze Zahl, die alle Werthe zwischen den Gränzen O und oo annehemen kann. 
bezeichnet), und man erhält daher, indem man diese Reihe mit der für f(s) 
multiplicirt, wenn der absolute Werth von s zugleich kleiner als S ist. 


f® _ D,+Ds+4D,s+ ... 
+E,s"+Es”’++-, 


welche Reihen-Entwicklung von in durch 


Fe 


nı(s) 





angedeutet werden möge, so wie durch 


Bl, 


der Coefficient von s*!" in derselben. Ist nun 
n(s)—= B,+B,s+.-+B,s, 
so müssen, wenn man die Reihe [2] mit rz(s) multiplicirt, aus dem Pro- 


ducte alle Glieder mit negativen Potenzen von s fortfallen, und daher 
B,E„+B. Eu + er +B,Easn =0 
sein, indem der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung der Coef- 
firient von s="-! in dem gedachten Producte ist. Diese Relation lehrt aber, 
dafs die Coefficienten E,, E,, u.s. w. sämmtlich gleich Null sind, sobald 
dies mit den n ersten der Fall ist. Denn da B, nicht Null ist, so erhellt 
unmittelbar, dafs E,,„ 0 sein mufs, wofern E„, Eurıs - - -, Eurn-ı sämmt- 
lich verschwinden; woraus, indem man der Reihe nach m==0, 1, 2, u. s. w. 
setzt, das Behauptete sofort sich ergiebt. Dann hat man 


f® _ D+Ds+D#+.-, 


n(s) 
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oder 

fs) = (Bu+ Bıs+ )(D,+ Dis+ -) 
für alle Werthe von s innerhalb der bezeichneten Gränzen. Die letztere Glei- 
chung kann aber nicht anders bestehen, als wenn in der Reihe, die aus der 
Entwicklung des Products auf der rechten Seite hervorgeht, die Coefficienten 
mit den gleichstelligen von f(s) übereinstimmen. Dann aber gilt sie, und 


mit ihr auch die vorhergehende überhaupt für alle Werthe von s, bei denen 
die Reihen 


A+As+:-, D,+-D,s+-- 
beide convergiren. Für die letztere steht dies aber, ihrer Herleitung nach, 
fest, wenn der absolute Betrag von s zwischen zwei Gränzen, von denen 
die obere S ist, enthalten ist; es mufs daher für «lle Werthe von s, die dem 
absoluten Betrage nach unter S liegen, der Fall sein. Hiermit ist folgender 


Hülfssatz bewiesen, der bei mancherlei Untersuchungen mit Nutzen angewandt 
werden kann: 


Wenn die oben näher charakterisirten Functionen f(s), n(s) so 
beschaffen sind, dafs man 


13 en f(s) er f(s) 
FE ge”! in al 0, 2. Er 
oder auch 


[27 u 0, Ei u aaberhes Basil — 0 


rt (s) rt(s) rı(s) 








0 











hat, so läfst sich der (Quotient 





für alle Werthe von s, bei denen die Reihe für f(s) convergirt, ebenfalls 
durch eine nur ganze positive Potenzen von s enthaltende convergirende 
Reihe darstellen. Umgekehrt ist dies nicht der Fall, sobald die vor- 
stehenden Bedingungsgleichungen nicht sämmtlich befriedigt werden. 


Für die durch die Formeln (3.) definirten Functionen f,(s), n,(s) ist 
nun, nach dem oben Bemerkten, die Bedingung erfüllt, dafs die Wurzeln der 
Gleichung 7,(s)=(0 sämmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als der 
Gränzwerth, unter dem s bleiben mufs, damit die Reihe für f,(s) unbedingt 
convergeire. Wenn daher die Coefficienten von M(x) und N(x) so bestimmt 
werden können, dafs die folgenden (2ue) Gleichungen 





BR NT Te En EEE = 
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f«(s) sfa( 3] 7 sumlf,(s) A, 
1“) (Ss) Is” _. ee]: (s) FAR E | 71, (8) E- a. 
(a= . ss 


befriedigt werden; so hat man für alle Werthe von s, bei denen die Reihe 
für f,(s) convergirt a 
5.) fs) = n(f:(8); 
wo f4(s) eine als unendliche Reihe von derselben Form wie die für f,(s) 
darstellbare Function bedeutet. Nun darf man aber in dieser Gleichung (—s) 
für s setzen, und erhält 
CL) = AU ILL 9), 
oder da 
M—s) = Ms), N(-s)=N(s), Rl(-s) = —KR6) 
ist, 
Nxs)— MXs)Rs) = (u - Sf. 5). 


oder auch, indem 





TR ie P;(s) 
BR = 


st, durch Multiplication dieser Gleichung mit — Q,(s) 
5) PAMN— ON) = U 9): 
wo RR: 
48) = - OK 8) 
gesetzt ist. Nun gehört jeder Werth von s, der n,(s)=0 oder n,(—s) =U 
macht, zu denen, für welche die Reihen-Entwicklungen von f,(s), f,(—5) 
und somit auch die von f,(s), f,(—s), x,(s) convergiren; es behält daher der 


Quotient 
P,(s) M? ()—0O,(s) N, (s) 


Ns) (— 5) 





auch dann noch einen endlichen Werth, wenn der Divisor verschwindet; und 
da Dividendus und Divisor desselben beide ganze Funclionen von s’ sind, so 
mufs der erstere durch den letzteren theilbar, und somit x,(s) ebenfalls eine 
ganze Function von s* sein. Daraus folgt denn, dafs die Gleichung (5.) für 
jeden Werth von s besteht. Setzt man nun in derselben 
P' (a,) 
0 (a,) 


so geht der Ausdruck auf der linken Seite in 


P(z)M’(z)—0(z)N’(x), 





(2 —a,) für s, 
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und 
u) = ER F-T) ..., 


abgesehen von einem constanten Factor, in 
' a 2 
(2— 2) 2 — 2)... (2 — 20) 


über, während sich x,(s) ebenfalls in eine ganze Function von x verwandelt. 
Demnach wird, wenn die Gleichungen (4.) sämmtlich bestehen, der Ausdruck 


P(x) M’(=)— O(z)N’(x) durch //(x) 


theilbar, und es gilt die Gleichung (4.) des $. 2. Die Anzahl dieser Glei- 
chungen ist aber (2ue), d.h. gleich der Anzahl der Coefficienten von M(z), 
N(x), und sie werden daher zur Bestimmung der letzteren hinreichen. 


Nun hat die Reihe 





| ] die Form 


1.(5) 
(6.) s#(1+0,18""+0,285°+--) = ET ee ° 
n = (0... 
wo 0,„ eine ganze homogene und symmetrische Function nten Grades von 
’ " 2 
9 A 
bedeutet. Setzt man daher 
"2 5 ER £ 7 2 ARE Y , 
(€.) [«($) Cie F,o+F,1ıs4+ Fı28 +" a SF,ms", 
m=(...00 


wo die Ausdrücke F\,.. F\, u. s. w. lineare Functionen von 
„9: a, 


mM. 


2 4o» 


N 


u me 


sind, mit Coefficienten, die ralional aus «, und den Coefficienten von P(r) 
und R(x=) zusammengesetzt werden, so wird 


a N] 


(Ss) 





\ 


S 10, n F\, ee I 


m=0..%X%, n=0...x 





(9.) en el | u fo,.F\s..} 


7, ($) i 
nV)... 


und man erhält demnach, indem man p=0, 1,..., 2u—1 setzt, zur Be- 
stimmung der Coefficienten von M(x), N(x) die (2ue) Gleichungen, welche 





Bi 
y 
u 
EA 
CR 
e; 
[3 
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ee 
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durch die folgende 


(10.) Ft St, Fa,4n} —=0 \ 


n=1...x 


a==1,2,..,0 ) 
p—=0,1,...,2u—1 


repräsentirt werden. Diese kann man durch Zusammenziehung der Glieder, 
welche dieselbe Unbekannte enthalten, auf die Form 


(11.) (9, Pt (A, p)ı M, + >71} + (A, P)uo M,. 
2 (A, P)uorı Ni + "sr + (a, Pau N, = 0 


bringen, wo die Ausdrücke (a,p),, (9,P), u. s. w. sämmtlich Reihen von 
der Form 

HtNFıtg tet 
sind. Bezeichnet man nun mit M, die Determinante des Systems, welches 
aus dem folgenden 


(0) (1) BI (240) 
(1,0), (1,0), en Mi 
(1,1), 4.4, 3 A 
1, u), Lau) ::. (A, 2a 


(12.) 
(0; 0), (9; 0), ER (0 Oz 
(9; 1), (81), 0. (@ Dass 
(0, 2u—1), (0, 2u—1), a ı. (0, 2u—1)24, | 
dadurch sich ergiebt, dafs man die mit (m) bezeichnete Vertikal-Reihe fortlälst, 


und zugleich die darauf folgenden, ohne ihre Aufeinanderfolge zu ändern, vor 
die mit (O0) überschriebenen setzt; so erhält man 


M M, Mu 
9° ans ee... walkelee...e Z 
Er M Moun 


wo M,, M, u. s. w. als rationale und ganze aus (a,P),, (pP), u. s. w. 
gebildete Ausdrücke gleich den letztern nach ganzen positiven Potenzen der 
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Gröfsen 
„N 9 X 
Ss $). Re $, 
! ! 
(14.) 
( 2u) Qu) ‚Qu ) 
S, . n “ . u .. %, 


ın convergirende Reihen entwickelt werden können *). Hier ist es nun von 
besonderer Wichtigkeit, die Anfangsglieder dieser Reihen, d.h. die Werthe, 
welche sie annehmen, wenn die Gröfsen (14.) sämmtlich verschwinden. zu 
ermitteln. Offenbar erhält man dieselben, die mit 


0 v 0 
Mu. Mı, 2 M; wo. 


bezeichnet werden mögen, wenn man bei der Bildung von M,, M, u. s. w. 
die Reihen für (a,p),, (a,p), u. s. w. auf ihre Anfangsglieder reduecirt, oder. 
was dasselbe ist, wenn man die Gleichungen (11.), die mit den unter (10.) 
aufgestellten identisch sind, durch die folgenden ersetzt 


15) Bed, Pe r.. er 


a, 2u— 


(am 1,2,...,0) 


% 


0 0 
und dann aus den Coefficienten derselben M,, M, u. s. w. so zusammensetzt, 
wie M,, M, u. s. w. aus den Coefficienten der Gleichungen (11.). 


Nun sind aber Fo, FL: u. s. w. die Coefficienten der Reihen- 
intwicklung von 


(x) = Ms) R,()-+N,(), 


und die Gleichungen (15.) drücken also aus, dafs die (2uw) ersten Glieder 
derselben verschwinden sollen. Dies kann, da N,(s) und M,(s) gerade 
Funclionen von s sind, R,(s) aber eine ungerade, in deren Entwicklung der 
Goefficient von s’ nicht Null ist, nur unter der Bedingung geschehen, dafs in 
den Entwicklungen von M,(s) und A,(s) nach Potenzen von s alle Glieder 
von einer niedrigern als der (2w)len Ordnung verschwinden. Da aber M,(s) 
und N,(s) aus M(x) und N(x) durch die Substitution 


+ 202 P' (a,) 2 
Be > 





*) V\ergl. den Satz (5, B, $-7) in der angeführten Abhandlung über die Facultäten. 
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hervorgehn, so mufs man, damit die genannten Glieder Null werden. 
M (a,) 0, Ma)=0, ...,. Mu) = 0. 
N(a,) Bi: Mila) el ae. Nee) 0 
haben, d.h. es müssen M(x), N(:) beide durch (= —«,)“ theilbar sein. Hier- 


nach sagen die Gleichungen (15.) aus, es sollen die Coefficienten von Mix) 
und N/x) so bestimmt werden, dafs beide durch 


I 


(z—a)(2 —@)" ...(2e—a)" — P*(z) 
theilbar werden. Dies kann aber, da M(x) vom (up)ten, N (x) vom (ue—1)len 
Grade, und der Coefficient von x“ in M(x) der Einheit gleich sein soll, nicht 
anders geschehen, als wenn man 
eat, et, .uin N. td, 
und 
Milz) = Pe) 
annimmt. Hiernach liefern die Gleichungen (15.) für M,, N,. M,. N, u. s. w. 


völlig bestimmte endliche Werthe. Daraus folgt zunächst, dafs M, oder das 
Anfangsglied von M, nicht Null sein kann, indem, wenn dieses der Fall wäre, 
die Gleichungen (15.) entweder gar nicht, oder auf mehr als eine Weise 
befriedigt werden könnten; und daher ergiebt sich 


0 0 0 0 
(16.) reg! Mar HM, = MPr(e). 
r 0 0 0 
Miet zo. Must eg > anie Mu —=(. 


Mithin kann man, wenn man 
M, 


0 


M 
setzt, M(x) und N(x) auf die Form 


\Ma) — P“ r)+ 
| Ne ——— . 
bringen, wo jetzt M(x), N(x) ganze Functionen des (2ue — 1)ten Grades 
von x bedeuten, deren Coefficienten sich gleich wie M, nach ganzen positiven 
Potenzen der Gröfsen (14.) in convergirende Reiben entwickeln lassen. Da- 
bei reducirt sich M, auf die Einheit, wenn diese Gröfsen sämmtlich den Werth 


Null annehmen, während die Coefficienten von M(x) und R(x) dann ebenfalls 
sämmtlich verschwinden. 





== M, 





(X) 
M, ’ 


(18.) 
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Hierzu bemerke ich noch Folgendes. Die Formel (7.) lehrt, indem 
f,(s) Br Ms)R(s)+N,(s), 


und N, (s) eine gerade, M,(s) R,(s) eine ungerade Function von s ist, dafs 
für einen geraden Werth von m 


we die Form fh N, + RN: > Rn + Fre Ne: 


und für einen ungeraden 


F',„ die Form + +RM:+ + fu Mu. 
hat. Ferner ist o,,„ eine gerade oder ungerade Function von s\, s\, ..., sC®, 
jenachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Aus der Gleichung (10.) 
folgt daher, dafs 


(0, P)o (a P)ı (m P). gerade, 
und 
(a, Pao+ı (A, P)uo+2 te SD (A, P)zue ungerade 
Functionen der eben genannten Gröfsen sind, wenn p eine ungerade Zahl 
ist; dafs sich dies aber umgekehrt verhält, sobald p gerade ist. Es ändert 
sich also jeder Coefficient der Gleichungen (11.) gar nicht, oder wechselt nur 
n 2 


sein Zeichen, wenn man $g5 Sas +++, SC in 


’ M 7] 2 
_— gr en 
verwandelt; und zwar geht dadurch, wenn man mit 
m die Zahl O oder 1 


bezeichnet, je nachdem m < ug oder m > ug ist, | 
(4, P m in (1)! P)m 


über. Der Ausdruck M, ist nun ein Aggregat von Gliedern, deren jedes 
die Form 


er 


+ (95 Pı)m, (Ms P2)m, 0. (Mn Pı)m, 
hat, wo A=2uo ist und die Reihe der Indices m,, m,, ..., m, sämmtliche 
Zahlen der Reihe 0, 1,...,. Zug enthält, mit Ausnahme von m, während für 
Ba 5 
die in der folgenden Zusammenstellung enthaltenen Verbindungen zu setzen sind: 
u, DM ee een 
> Map \ Dep 55 BReee 2 "eon } 


9. 93 2: ae 





ee 
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Giebt man daher jeder der unter (14.) zusammengestellten Gröfsen den ent- 
segengesetzten Werth, so erfährt das vorstehende Product dadurch dieselbe 
Veränderung als wenn es mit 


GR) ann) I+.. +9 14m +m,+... +m, 


multiplieirt wird. Aber 


hat tn e+ +24 + M-weu—n) 
m tm +. +m;=041+-.-.41(2u)—-m—=we-—ı, 


und daher 


2uo(u—1)— m m 


—= (-1)°'' nn (m | 


mit +, 14m +... +m, 
(1) | 
Man sieht also, dafs die Glieder von M, nach der Zeichenänderung der 
Gröfsen (14.) sämmtlich unverändert bleiben, wenn m «ge, und nur ihr 


Zeichen wechseln, wenn m > uoz; d.h. mit andern Worten, dafs 
Mn Mr + 


und somit auch M, und die Coefficienten von M(x) gerade, dagegen die 
Coefficienten von N(x) ungerade Functionen der genannten Gröfsen sind. 


Hierdurch ist nun die Zusammensetzungsweise der Functionen M(.x), 
N(x) für den vorliegenden Zweck hinlänglich festgestellt. Aus denselben 
kann man ferner die Function Y(x) leicht erhalten. 


Da der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (4. $.2) durch 
II(.x) theilbar ist, //(x) aber die Form 


x#? - Par er - Pe 
hat, wo 9, P, u. s. w. ganze Functionen von x), 7, u. Ss. w. und somit 
auch der Quadrate von s;. s; u. s. w. sind, von denen, nachdem man den 
gedachten Ausdruck durch //{x) dividirt, in dem Quolienten nur ganze 
positive Potenzen vorkommen; so sieht man, dafs man 


PU Be NE Pe... Po 
(18.) f (€) no xt + M: 2° TIER a“ “r tm 


erhalten mufs, wo PW, P®, ..., P® ganz dieselbe Gestalt haben wie die 
Coefficienten von M(:r). 





Man kann aber dieser Function noch eine andere, sehr bemerkens- 
werthe Form geben. Setzt man nämlich in der Gleichung (4, $. 2) 


I — As Ayyay ao+13 


39 * 





304 19. 


Weierstra[s, Theorie der Abel’schen Functionen. 


so erhält man 






































' (a) __ Na.) N’(a,) 
—0(a)  II(a,) MS IT (a,) ’ 
117 (do-+a) ai M’(ao+a) (M, Pr (Go+a) - M(ao+ a))” 
(19.) ee. ne 12 ’ 
I (do+a) Il (a,+a) MS II(a,+a) 
(a2, ;ı) M*a,,;ı) er (M,P“(a,,) + M(a2,41))’ 
P(a2,+1) IL(a2,+1) Et MM, II(as,+ı) 
Nun ist 
1 ER | P'(a,) Y 1 } 
(.— 2) (a. — x)... (,.— xl) Fr O(a,) PAF Ad a e 
und. wenn b von a verschieden, 
1 
(a, — 25) (a — a) -.- (aa — X, ) 











KEN BT Et 


U, — Ay a 
Aber 








u.8. W. 


sind, weil z;, x) u.s. w. sämmtlich in der Nähe von «a, sich befinden, nach 


.,.. ! . 
ganzen positiven Potenzen von (2, —4,), (X, —4,) U. 5. w., und somit auch 
von sh. Sy 


' BR Ri u‘ 
Xu 4, u Ip —- a E 


(da aa (dy 


u.s. w. in convergirende Reihen entwickelbar. Folglich kann man 
1 1 


(a) 
II(a) 0°%*(a,) s, Fat s*#) 


seizen, wo S, eine convergirende, nur ganze positive und gerade Potenzen 
der Gröfsen (14.) enthaltende Reihe bedeutet. In ähnlicher Weise findet man 








1 ER Sta 1 BB 30 90 
II(a,+.) kp; P?# (a,+0) ’ 





II(a,H)  PMla+ı)’ 
Wo S,;.; S2+ı Reihen von ähnlicher Gestalt wie S, bedeuten. 


Aus (19.) ergiebt sich nun 


— ((a,) 0"(a,) 5... sC"’ M, 
und aus (18.) 





p(a,) Ei ( N (a,) SS, S 
0" 


la) __ yi) 
— (0 (a,) a8 M; ? 


wo g® eine nur ganze positive Potenzen von s;, s/, u. s. w. enthaltende 
Mithin mufs 


Reihe bezeichnet. 














RENTEN en 
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Rla,)S s 
) a e a a 
ie a ( m); 





0° (a) s 
und daher R(a,)S, durch s\ ... s(“) theilbar sein. Bemerkt man nun, dafs 
N(a,) eine ungerade, $,, (5, ... 59), M,, M(a,;.), M(a,,;,) aber gerade 
Functionen der Gröfsen (14.) sind, so erkennt man, dafs man 














£(a,) Sm HS +. +59 +... RR 
a)  N4rs® s® REN 
. +S, +. + 2m 
20) (ren ter _ 

P(a,). Ei 145” +.- +8) + e+a 

(a, +1) en Kan tn 

P (a, +1) x 145’ + +SsV+ \- 

hat, wo S{ eine ganze homogene Function mten Grades der Gröfsen 

' 1 (24) 
Sa I ren 9 


' " (?u) 


(21.) 52» 5), a DZ 5 


bezeichnen soll. Es ist aber 


p(x) ie (as) . 
(22.) Pa) a aa P'(a,) ’ 








und so erhält man 
) Pi 
(23) ya) = Pa) 
Drückt man nun die Gröfsen (21.) durch die folgenden 





! " 2u) 
U, U, . . .,7 uU, 

! " 2u) 
(24.) U: U: , . . .. uU; 
! " 2 

Wr Un 0 WER 


aus (vermittelst der Formeln (4.) des $.1), so erhält man 











_ y ) _ Er tHur 
m 0a) 44 U” +..+U0 4 
wer Pet) ur ur L ut ı u + ut? } Yıf 
(25.) Po+a RFN ' u) Pr 14 u” + 2 + u® 





Pro+1 = 


Yin) = + U” + 
? ki 


(a20+41) 


IH U +. + UN 
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M(x) = P*(z)-+ ar ’ 
2 2m 
Na) = nk) 
re Fo. 2 
wo jezt U, . ',„ U,(x) ganze homogene Funclionen mten Grades der Gröfsen (24.) 
sind. die zweite aber zugleich auch eine ganze Function ((ue —1)ten Grades) 
von ist, und sämmtliche in diesen Ausdrücken vorkommenden unendlichen 
Reihen unbedingt convergiren, sobald die absoluten Werthe der genannten 
Veränderlichen unterhalb der oben für sie festgesetzten Gränzen liegen. *) Da- 
bei kann man bemerken, dafs die Coefficienten von U)” und U,(x) aus 
Ay. Ups... a, und den Üoefficienten von @(x) rational zusammengesetzt 


sind. wie man leicht sieht, wenn man die vorhergehenden Entwicklungen in 
dieser Beziehung überblickt. 


(26.) 





$. 4. 
Nachdem nun ermittelt worden, welche Gestalt die Coefficienten von 
M(x), N(x), p(x)., als Funclionen von u, % u.s.w. betrachtet, haben **), 
kehre ich zu den Gleichungen (8.) des $.2. zurück. 





*) Wenn Ffs,, $,, ...) eine Function mehrerer veränderlichen Gröfsen s,, s,, ..». 
ist, die für alle W erthe derselben, die ihrem absoluten Betrage nach unter gewissen 
Gränzwerthen $,, 8,, . . . liegen, durch eine convergirende Reihe von der Form 


Ban; re...) 


EEE 


KA 
dargestellt werden kann; und man substituirt für s,, s,, ... ebenso gebildete Potenz- 
Reihen beliebig vieler anderer Veränderlichen «,, “,, ..., und ordnet nach Potenzen 
dieser letztern: so convergirt die so sich ergebende Reihe, sobald man für die absoluten 
Werthe von w,, t,, ... Solche Gränzen fesisetzt, dafs nicht nur die Reihen für s,, s,, ..- 
sämmtlich convergent sind, sondern ihre Summen auch zu denjenigen Werthen von 
8,2 8,5 ... gehören, für welche die angegebene Darstellung von F(s,,s,,...) gültig ist. 


”*) Wenn man die in Rede stehenden Gröfsen direct durch Auflösung der Glei- 
chungen (3, $.2) bestimmen, und in den so sich ergebenden Formeln x’, «", .. 
yR(a’), via"), .... durch «, w/,... ausdrücken wollte, so würden sie die Gestalt 
von Brüchen erhalten, bei denen Zähler und Nenner gleichzeitig verschwänden, sobald man 
in zweien oder mehreren der unter (1, $. 2) aufgestellten Reihen die gleichstelligen Glieder 
einander gleich setzte. Um diesen Uebelstand zu vermeiden, der sich schon bei An- 
wendung des Abel'schen Theorems zur Herleitung der sog. Additions-Formeln für die 
elliptischen Funclionen zeigt, ist das im vorhergehenden $. auseinandergesetzte, allerdings 
etwas umständliche Verfahren gewählt worden. Wie man übrigens die Gleichungen (3, $.2), 
auch ohne YRi(a’), vR(a), ... in unendliche Reihen aufzulösen, so umformen kann, 
dafs derselbe Zweck erreicht wird, soll für den besonders wichtigen Fall, wo u=1 ist, 
später gezeigt werden. 
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Wenn die Gröfsen (1.) des $.2. sämmtlich verschwinden, so reduciren 
sich, nach den Formeln (25, $-3) 1» $2> -.., 9, ebenfalls sämmtlich auf 
Null, und daher (nach (23.) desselben $.) y(x) auf P(x), so dafs als- 
dann 2,, &2, ..., &, die Werthe @,, @, ..., a, erhalten. Man kann daher 
2%, —4,, YR(x,) — die leiztere Gröfse mit Hülfe der Formel (7, $.2) — 
bei hinlänglich kleinen Werthen der genannten Veränderlichen nach vanzen 
positiven Potenzen derselben in Reihen entwickeln, die gleichzeitig mit ihnen ver- 
schwinden, und &,, &,, ..., z, als in der Nähe beziehlich von a,, &,..., 
liegend betrachten. Dann aber führen die Gleichungen (8, $.2) indem man 


ganz denselben Weg verfolgt wie bei den Entwicklungen des $.1., und wieder 
Ge) 
0 (a,) a ABBE: 0 
setzt, zu den folgenden 


wtru te uw — + Er (a,b) In ah B1,...,0), 








2n er 
n=1. 

R 

Des = sTRı8 "- 


und man sieht daher, dafs man, unter der ER es seien nicht nur 
u, u), ..., u, sondern auch «+ u) + .-- u) dem absoluten Betrage 
nach kleiner als ÜU,, durch Auflösung der Gleichung Y(&) = 0 und Anwen- 
dung der Formel (7, $.2) zu denselben Werthen von z2,, &2, ..., 4,, 
YR(z,), yR(z), ..., yR(z,) gelangen mufs, die man für diese Gröfsen 
vermittelst der Formeln Sc 9, $.1) erhält, wenn man in diesen 


wtut.-1u0 an die Stelle von «, 
te m 


tu} um wir . - u, 


setzt. Aus den so eben angeführten Formeln erhält man ferner 


yi“® at, rn 


(a) (a) 
ut (U, U; .. bo) + + (Urn War, U) 


year )(ae+a—X,) ... (üo4+a— ro) | 
P (a,+.) 


I 
Muse x) (a1 —%5) 2 (41 — - 





| 





(1.) 





P(a:, +1) 
2 
— 14 (u, 5 ..., rt (95 Unyı.., U,), mL... 
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wo wieder (W,.%2,..., %,) eine homogene ganze Function mten Grades von 

U, Urn 2... %, bedeutet, deren Coelfficienten aus denen von Q(:x), und aus 

dis Ay. ..., a, rational zusammengesetzt sind. Macht man nun in diesen 
Ausdrücken die angegebene Substitution, so ersieht man aus der Vergleichung 

der so hervorgehenden Formeln mit den unter (25.) des vorhergehenden $. 
aufgestellten. wenn man die letztern nach Potenzen von \. «”, u. s. w. sich 
entwickelt denkt. dafs 


r(a) a 24). rQ2o+1 
U = +u+u4+-.-1u4”), ver +1, vVer—yı 


— 


sein mufs. Setzt man nun fest, es solle jeder der Wurzelgröfsen 
SF Ye (a 
5 PR (4,49) ‚ P (a2,-+1) 

von den beiden Werthen, die sie haben kann, derjenige beigelegt werden, 
bei dem in den vorstehenden Formeln die obern Zeichen gelten, so sind die- 
selben jetzt als völlig bestimmte eindeutige Functionen von %,, u, u.$s.w. zu 
betrachten, welche bei hinlänglich kleinen Werthen dieser Veränderlichen mit 
den unter (1.) aufgestellten übereinstimmen, wofern man in den letztern 


ee 2u) 
vv utu+.. 4%" 
! 2 
uU, = u, age tt 
u = W+ u, 9 


setzt. 


Angenommen nun, man habe für die absoluten Werthe der veränder- 
lichen Gröfsen %,, %,, ..., %, irgend welche Gränzen T\,, T,, ..., T,, die 
sie nicht überschreiten sollen. festgestellt. so kann man die Zahl u so grofs 


annehmen. dafs 


2. au. A Re. T,<2uU,. 


Dann darf man 








! „ (24) u, 
u, =uU, = U . | 
’ 2 2 Ban u 
u 
Uo 
u),  — u —— 000 iu ur) = 57 
. b u 


seizen, und es werden, wenn man die Functionen von u, %, ..., %,, in 


09 








He ee 
en 
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welche dadurch die Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichungen (25.) 
des vorhergehenden $. sich verwandeln, mit 


P(Urslay 5%) Plus Uses PU Urn... 2041: 
oder auch kürzer mit 
ee ee PeUn 2. )aorı 
bezeichnet. dieselben die Gestalt 


+ u + 
IH + ++ 
1 Hut? L KA te 


14H,’ +--- +94 


1ruterrı übe Hin + 1 
RTCHEBeTETI., 


haben. in welchen Formeln U} eine ganze homogene Function mien Grades 
von %,, %;, ..., %, bedeutet, und die unendlichen Reihen, welche den Nenner 
und die Zähler bilden, für alle Werthe von %,, %, ..., %,, die ihrem abso- 
luten Betrage nach die Gränzen T\,, T;, ..., 7', nicht überschreiten, unbe- 
dingt convergent sind. Für hinlänglich kleine Werthe der genannten Ver- 
änderlichen lassen sich p(%,,...)ı, P (U, ...)., U.S. w. nach ganzen positiven 
Potenzen derselben in convergirende Reihen entwickeln, welche mit den ent- 


sprechenden unter (1.) aufgestellten übereinstimmen. 








(2.) De 





PU, Urn... u oe ns 


Durch Auflösung der Gleichung 
y(2) = 
wo 


Ma.) P(x) 
P'(a) 2 —@ 





8) y(e)= Pa)—E]} 


ist. und man 


Pla,,; 
(4.) Ana "ap p (%, ’ u; ee U,)o+a 
p(a; er 
) . p (U, u; set U, 20+1 


hat, ergeben sich sodann g Gröfsen z,, &2, ..., z,, welche den Differential- 
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Gleichungen 
f En 
du, = 21 la) ,_dee 
“an —a, VR(x,) 
PER P(.x,) i dr, 
(9 - “Ya —ua, VR(z,) 
du an tr P(x,) AXa 
s n— a, VR(r,) 


senügen. und zugleich die Werthe @,, &, ..., A, annehmen, wenn %,., %. 
.„ u, sämmtlich verschwinden. Die Werthe, welche die Wurzelgröfsen in 
diesen Gleichungen haben müssen, erhält man ohne Zweideutigkeit. indem 
man mit 
Ba ii Mina u,) 
die Functionen bezeichnet, in welche die Ausdrücke (26, 8.3) durch die an- 
oegebene Substitution übergehen, durch die Formel 


; YR(x,) N (105 Us Ugy oe. %o) } 
(6.) Da) Z.— [== 1, Pan) 


Een ri san Wie) 





Hierzu ist jetzt noch eine wesentliche Bemerkung zu machen. Der 

Nenner und die Zähler in den Ausdrücken von 
PlUr +.) Plliseh WS W 

hängen. aufser von %, %, ... noch von der Zahl « ab. Gleichwohl läfst 
sich nachweisen. dafs die Werthe dieser Functionen selbst stäts dieselben 
bleiben. welchen Werth man auch dieser Zahl geben möge, wenn derselbe 
nur grofs genug genommen wird, um die in den in Rede stehenden Ausdrücken 
vorkommenden Reihen convergent zu machen. 

Wenn nämlich F'(w, „u ,...), @ (u, U2....), #'(u,.%,...),@ (U, Un...) 
eindeutige Functionen mehrerer Veränderlichen z,, %, ... sind, die sich nach 
ganzen positiven Potenzen derselben in Reihen entwickeln lassen, und es gilt 


die Gleichung 
Plus.) __ 


TORTE u TER 








für alle Werthe von %,. %. ..., die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als gewisse Gröfsen sind; so mufs sie überhaupt für alle Werthe der genannten 
Veränderlichen bestehen, bei denen die Reihen für F, @, F', @' sämmtlich 


convergiren. Denn es folgt aus ihr 


F@' =: @F’; 
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und wenn diese Gleichung für beliebige unendlich kleine Werthe von un u.. 

richtig sein soll, so müssen die Reihen, in welche EG’ und G@F’ nach ganzen 
positiven Potenzen dieser Gröfsen entwickelbar sind. in den gleichstelligen 
Coefficienten übereinstimmen. woraus denn folgt. dafs sie. und mit ihr auch 


die ursprüngliche 
F ” 
BR .d 


gilt, sobald nur «,, ®,,. ... solche Werthe haben, dafs die Entwicklungen von 





F, @, F’, @ sämmtlich convergent sind 

Bezeichnet man nun die Reihen. welche in dem Ausdrucke irgend 
einer der Functionen p(%,,...)ı,s P(lıs...) U. Ss. w.. bei einem bestimmten 
Werthe von u, den Zähler und den Nenner bilden. mit F, @, sowie mit F’, 
@' dieselben Reihen für irgend einen andern Werth von «u, so stimmen. nach 
dem oben Bemerkten, die Reihen. in welche die Brüche 


F pP? 

y’ „ 
bei hinlänglich kleinen Werthen von %,, %, ..., 4, entwickelt werden können. 
vollständig überein, und es besteht daher die Gleichung 

RE | 

ns 


jedenfalls für alle Werthe von %,, %, ..., u,, deren absoluten Beträge kleiner 
als gewisse Gröfsen sind, und somit, nach dem so eben Bewiesenen, überhaup! 
für diejenigen Werthe dieser Veränderlichen, bei denen die Reihen F\, @, 
F', @ alle vier convergiren — wodurch die Richtigkeit des Behauptelen 
dargethan ist. 

In ähnlicher Weise lälst sich ferner zeigen, dafs man nach Bestimmung 
auch für die Wurzelgröfsen YR(z,). yi(«,). 
yR(x,) vermittelst der Formel (6.) stäts dieselben Werthe erhalte, welche 


VOD Eis Kay 20 I, 
Zahl u man auch bei Bildung der Functionen M, N anwenden möge. Es 
ist aber bemerkenswerth, dafs man aus der Function (x) eine andere vom 
(e--1)ten Grade und mit Üoefficienten von demselben analytischen Charakter 
wie die von p(x) selbst ableiten kann. welche jene Wurzelgröfsen liefert. 
wenn man 2 = 2,.,4yy...,.X, setzt. 


op (x) 
or 





Es werde —=g(x) gesetzt, und nachdem man die Gleichung 


Pin) da, 
—m YRla,) 





c 


40 * 








312 19. Weierstrafs, Theorie der Abel’schen Functionen. 


mit 
p (as) 
(X — u) P'(a,) 





multiplieirt, auf beiden Seiten in Beziehung auf b summirt. Dies giebt 








„rla) dus ie p(a,) P(.x.) dx; 
; Pia) mn cr (aaa) (0: — ar) Pla) YR(x.) 


Nun ist aber 





px) Fun (as) 
(2,— r) P(r 5 (X. — a) (2 — a) Pax) ” 


und daher, wenn man 2=ır, selzt, 


> pa) 


— 0, wofern c=>a 
s (2 — a) (2a — as) P'(as) ia 





(as) para) 
und & —— . 
(na) —a)PXa,) Pr.) 








Hiernach redueirt sich die rechte Seite der vorhergehenden Differential-Glei- 
chung auf 
wer gr vn 
. RG 


und man erhält 





FE p(a)yYR(x,) 
o(2.)de, = 2 a ia du, 
Hieraus folgt! 

. z \ O8 Bi, 169 29 (as) vk(x.) 
pw) TP (X. — a;) P'(as) ” 








— Eye) — SyRia).2 2% 
b ’b 


5 (2a — as) P/(as) 











Aber 
F(&) Re p(a;) 
P(x) 5 (e—a) Pay) ’ 
und daher für 2=r, 
- pi) ea 
5 (Xa— a) P/(a;) 
Folglich 
=p(x ap 2yR(«,) 
6 Ouy 





Nun ist, nach dem Vorhergehenden, Y(x) eine eindeutige Function von x 
und %,, %. ..., %,, und man hat, weil ze ist, 





RR 
pw) = (# ou ER 





a EEE 
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Somit giebt die vorhergehende Gleichung, wenn man 


Ip(x) ni. (x) Be. 2 
) Ai ou, T m me Me = e 


setzt, wo dann w(x) eine ganze Function (o—1)ten Grades von .r ist, deren 
Coefficienten gleich denen von (x) eindeutige Functionen der Gröfsen «,. 
U, 2... U, Sind, 

(8) yYRlz,) = —v(ie) (a=1,2,...,0). 
Da nun die Werthe der Coefficienten von g(x), die aus den Functionen 

Pllıy..-)ıy +5 PlUıs,...), Zusammengeselzi werden, von « unabhängig sind. 

so gilt dasselbe auch hinsichtlich der Coefficienten von (x). Und so ist er- 
wiesen, dafs die Werthe der Gröfsen 

Li, a, 2.5 2, YRlaı), YRla2), ..., YR(z,), 
wenn man dieselben vermittelst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln 
berechnet, nur von %,, %, ..., %,, in keinerlei Weise aber von der dabei 
gebrauchten Zahl u abhangen. 

Die Functionen 9(%,,...)ıs P(Uıs...), U.$S. w., auf welche, der vor- 
stehenden Darstellung nach, das Adel’sche Theorem fast mit Nothwendigkeit 
führt, können durch die Formeln (2.) für alle Werthe von u,, %, ..., %, 
als vollständig definirt betrachtet werden, indem man, wie auch die letztern 
angenommen werden mögen, stäts u so grofs wählen kann, dafs die in den 
Ausdrücken jener Functionen vorkommenden unendlichen Reihen convergiren. 
Für o=1 gehen sie, wenn 

y(a; —a,) A,% = u 








geselzt wird, in die ellöptischen 

sinamu cosamu Jamu 
über. Aus diesem Grunde mögen sie vorzugsweise „Aypereiliptische oder 
Abel'sche Functionen der Argumente u,, %, ..., %,” genannt werden. 
Ferner sollen, der letztern Benennung entsprechend, für dieselben von nun an 
die Bezeichnungen 


al(%ı, Ua, ...,%,)  Allıız Unn..., U) 0 Ally Uny..., %,)aorır 
oder auch kürzer 
al(%,,...)ı al(%,, ...) dire: ; al(%ı 5 ...)o4ı 


gebraucht werden. *) 





*) Die Form, welche ich in der vorliegenden Abhandlung den Abel’schen Functio- 
nen gegeben habe, stimmt nicht ganz mit derjenigen überein, in welcher sie der frühern, 
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Durch die bisherigen Entwicklungen ist jetzt das in der Einleitung aus- 
sesprochene, die Form des EEE EIN) welches zwischen den 
Gröfsen 2,, #25 ..., %, Ba. u .„ durch die daselbst aufgestellten 
Differential- Gleichungen begründet ist, Roh hen Theorem strenge erwiesen. 
Dasselbe möge, in noch bestimmterer Weise gefalst. hier wiederholt und mit 
einer übersichtlichen Zusammenstellung der wichtigsten Formeln verbunden 
werden. 


Ks se? 
| Rz) = Al@ —a)(2 — a)... (U —4,,0): 
(1) Pa) = (r—4)(2 — 4)... (2 —M,), en = Piz), 
2) = Alt — 4,2 — 4,2) :». (2 — 42,41); 
lassen sich die Gröfsen &,, X;, ..., &,, welche die Differential-Glei- 
chungen 





, Pix dı 
| du, ame > N ( a) a 


Bi, a, YR(r,) 
P(.x,) dr, 











du, —= Z1 . 
2 sn n 
(11.) X —a, vis, 
tz. P(x,) dx, 
f U, — E-. 0} ® 
ar “2 —u, YRix.) 


befriedigen, und zugleich die Werthe a,. a. .... a, annehmen, wenn 


U. Ur 2... u, sümmtlich verschwinden, als die Wurzeln einer Glei- 
chung oten Grades betrachten, welcher man die Form 


1 0a.) Bl’ (.40, , Säit 
(111.) 29 . 2 3 (  — 1 


De U: 





geben kann. In dieser bedeuten 
alle, ie euer. ee re 


im 47sten Bande des Örelle’schen Journals abgedruckten, aufgestellt sind. Die letztere 
dürfte, an sich betrachtet, einige Vorzüge haben; ich habe sie aber geändert, um den 
nicht unwesentlichen Vortheil zu erreichen, dafs jede Abel’sche Funclion für o=1 gerade- 
zu in eine der elliplischen von der gebräuchlichen Form übergehe — was bei den dor- 
tigen alla, ...),; alla, ,...),, U. 8. w. nicht der Fall ist, indem diese vielmehr für o= 1 
mit den von Abel in dessen erster Abhandlung über die elliptischen Transcendenten 
gebrauchten Formen überein kommen — und auf diese Weise die Vergleichung jedes 
gefundenen Resultats mit einem aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten 
erleichtert werde. 
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eindeutige Functionen der unbeschränkt veränderlichen Argumente u,. 
Un, ..., %,, welche für alle innerhalb irgend eines endlichen Bereichs 
liegenden Werthe dieser Gröfsen in der Korm 


(1) 7 
hl as ae to), + tl tn. u; er 


0 — .. 
Hl inet + tl, 5 OL Er 


o,/Im 





al(w,, U,, ER u) Rn 


(IV.) er 
(0) N (0) 

} ut lu 5 laser) TH las Hase blau, + 

al(lu,,n,...,8,), = — - __ „En en ARE 


e (0) 
1+ (w, , U,; ...,; U )a ns IR +(m, j U, a E 





(r) 2 4 Y 
wo durch (u,, %, ..., U,)m eine homogene ganze Function mien Grades 


bezeichnet wird, dargestellt werden können. 


Seizt man ferner 





(V.) (2) —2)..(2—2,) = y(8), 
wo denn 


(VL) ya) = Pa)— Ein 





A). P(.x) 


& } 
mi... ML 
4,) —A, ( 19 3 ’ olal 


und 





(VIL) / LIE An ya Ta) ee) ae... 


— 0 (a,) — A, (44 — 4,41) ... (da — 29 +1) 


st, und 


(vIL) =ı Br pe), 





oder, indem man 





Oal(u,,%,5..., %o)a Oal(w,,%,,..., Ko)a 


5 mit allu..W.....u) 
ou, ou, AS; 


O,/AU 





bezeichnet, 





—_ 0a), ee) al(t,, %2 5... U,)a all 5%, 2.2, %,)af 


(X.) w(X) AB z| P'(a,) 2”—a, ) o/a 


so giebt die Formel 
(XL) yRia) = — vi) 


nach Bestimmung von x... &r, ..., X, diejenigen Werthe der Wurzel- 
gröfsen YR(x,), YR(&.), ..., yR(z,), welche diesen in den obigen Dif- 
ferential-Gleichungen (1l.) beigelegt werden müssen. Weiter hat man 
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/ plao+a .) yN Uo+a— X, )(bo+a — 2,) +. (deta— we) | 
P(a,;.) (4,4. —4,) (0540 —4,) ... (da —@,) ) | 
, —al(u,U,,...,%,)40> | 
(All.) )= lang — x )(a, 41 — 8) .-- ae | 
| Y rm a (a2,41— 41) (A291 — a ae (a2,41 — 45) 

— al(u,, %, ..., U,)ao4ı> 


wo al(U 2 ...)orın #5 All%ı 5 +. -)aorı Functionen derselben Art wie allu,....) 
u. s. w. sind. die or in der Form 
/ ] f 2 \ 
a (u, U, FF U )o-+i 
(o+1) o+1) 
1+lu, 5 Uy5 +... 9, pr ll, Uns con, U Bi +. 
7 (0) ) 
IH (u, Mi u) Le lt, Uyyenı, u, r + 





XI.) 


al (Un ÜUgnerın U, 2041 


Dhlet, sy 255 er. ll Ugy en lb, ‚Ge+n) 

14 (t0, 5 %23 +5 u) + so +H(u,, Une, DL m. 
darstellen lassen, wo der Nenner derselbe ist wie in den Ausdrücken 
(IV.). Diesen Formeln füge ich noch die folgenden hinzu. 


Bezeichnet man mit « irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 2e+1. 
und setzt 














(AIV.) — (la)=1,. P(a,;.) —bnra: P(a.,,.) = har 
En Oallu,, %,5...5 Wo)e u oOal(u,,%,,..., %o)a a 
AV. \ . ...— = U,. U, RW 
(AV.) ou, ou, e ol 
so isl 
(XVI) ofa,) = Kia ar U)ar 
v(a,) = I,al(u,, Ur, ...,%,), al(%, 5 Uno... U,)as 


so dafs man auch. wenn &, &» ...,„ &, _@ verschiedene Werthe von « 
sind. und 
(XV) (—#,)-.- (2 — 4, ) == Bl) 


gesetzt wird, 





nhfr. m al’(u,. %...., u). ’ 


9) — Rıta)+ Zt 





a—U,yl%,y...,lp 


(XVIM.) 





4 be R(x) 
va) gr (x) 


Var al(&ı, %,..., Wg), al(tı , un. 2 Ug)a | 
ı 


Cl, l,y..., lo 


hat. 











19. Weierstra[s, Theorie der Abel’schen Functionen. 317 


Ferner ist, indem 

















via) __ w(xXe) Yrmı__ Opa) 
TR 2 Vya=T 
in Folge (X, XV1.) 
RK vu) YvR(s,) 
(XIX.) ir) a (Ka —xr)g (x) ’ 


(XX.) Bl ss Yykix,) 


2 








al(«,, Uyyer. Hy)a a (2a — 4.) Y (X) 
Nun ist oben bei Herleitung der Gleichung (8.) gefunden worden 


op (x) — — yo IE R2pla)yRix,) ..2pla)win) 
O9 Jun, Pa ou (Mm an)Pla) (x. — a) P'(a;) ’ 











woraus man schliefst, dafs für jeden Werth von x 


(XXL) „ag _ via) Pla) —yla) wir) 


“ D . (X — a;) P'(ay) 








ist, indem die beiden einander gleichgesetzten Ausdrücke ganze Funclionen 
(e— 1)ten Grades von & sind, welche für o Werthe dieser Gröfse, £,, &;, 
5 %,, der vorstehenden Formel gemäfs übereinstimmen, also identisch sein 
müssen. Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die durch (XIX.) gegebenen 
Ausdrücke von w(a,) und w(x) substituirt 

















op(&) play) p(&) vkir,) | 
ı nr | 
(AAI.) s ouy P'(a,) % wer (2. — a) px.) 
Ferner, wenn man 2 —=a, setzt. 
Oallu,,%,,...,%)a __ —Olas) allı, z...)a al(%, ,...) — al(u,,...)nallı, ,.. a“ 
(AA) alu. ,..).0ı Pla) da —4y f 


vorausgesetzt, dafs & von b verschieden sei; oder wenn man, unter der An- 
nahme, dafs P>«, 





(XXIV.) al(u,,...)a all, ,...)a—al(u, ,...)gal(t, ,...)e durch all, %as..., %,).; 


da — 08 
bezeichnet, wo denn, zufolge (XX.) 


al(t, 3...)aal (u, 5..-)2 LER! 
(X — a.) (Xa— a5) P'(Xa) 





AV.) alt= — =) 
ist, und man 


hat: 
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dallu,...). ( 
(XXVIL) —_ ge all, dsallay..)u: 


B<e) 





aus welcher Gleichung. wenn man @==a setzt und auf beiden Seiten mit 














Ma) ., FEPIHENE 
Pa.) al(%,,...), multiplieirt, noch 
O(a,) 2 (Ik) 
o( al (u, nei Ö u a (u, = 
P'(a,) re A P'(ay) Ara 
(XXV11.) EI _— EI 


folgt 
Die in dem Vorstehenden eingeführten Functionen 
al(&ın...)a5  Alllıy ee.) Ally ...)u 
können (nach den Formeln XVI, XX, XXIV) sämmtlich algebraisch durch 
ı, Kay -.., 2, ausgedrückt werden; es müssen daher unter ihnen so viele 


algebraische Relationen bestehen, als Functionen vorhanden sind, weniger o. 
Diese sollen in dem folgenden $. entwickelt und zusammengestellt werden. 


S. 5. 
Algebraische Relationen unter den Abel’schen Functionen und deren ersten 
Differential- Coefficienten. 


Es werde der Kürze wegen 
8llU,....). all...) =P. al(u,,...).s = Pa3 
gesetzt; dann gelten folgende Sätze. 


I. Durch je g von den Quadraten der Gröfsen p, können die übrigen 
linear ausgedrückt werden. 


Aus der Formel (XVII.) des vorhergehenden $. folgt nämlich, wenn 
man 2==a, setzt, und / nicht unter den Zahlen &,, «&,, ..., «, begriffen 
ist, mit Berücksichtigung von (XVI.) 


ls Br bi pa 
R, (a5) "Po age 1 x ara er 








el EL EEE 


Il. Eben so können durch je o von den Gröfsen 


Py» Pıy» Pay» 0.9 Pae+n)y 
(wo p,, fortzulassen ist) die übrigen linear ausgedrückt werden, 
vermiltelst der Formeln 
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r KR (a,) 2) 
A Be y) 

Pr = TRua) IR 

(dy — A) ls 2 > 4, — be ! 

R, (a5) PR, BAER A,P, Pen =) 03 — Ge "KR (4,) Pa;l 


| _. .R'(a,) +z| ay—ap l.. ' 
_ I,R,(a,) UB— Ge KR (a. Pay 


= 








‚P — pi 


| 














[74 


‚n denen sich das Summenzeichen auf dieselben Werthe von « be- 
zzeht wie in (].), und y sowohl als 5 nicht unter diesen begriffen 
sein darf. 

In Folge der Gleichung 


va) = —-YRa) (a=1,2,...,0) 
wird die Function R(z)— w’(z) für = x, 22, ..., 2, gleich Null, und 
ist daher durch (=) theilbar. Setzt man nun 


Y (x) Bat Pr PX) —pyWw(x) 
’ 





so wird der Zähler dieses Ausdruckes für = a, (zufolge der Formel XVI. 
des vorhergehenden $.) gleich Null, und es ist somit y,(x) eine ganze 
Function (o—1)ten Grades. Dann hat man 


RRa)-@-ayie) 
—= p,(R(2)— vz))+P,PlE)Rp, var) —P, PR); 
und es ist also der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ebenfalls 


durch Y(&) theilbar, wie auch durch 2—.a,, so dafs man setzen kann 
.„ Kir) 





— (2—4,)y,(2) = 9(2)y,(8), 





und dann Y,(x) eine ganze Function gten Grades bedeutet. Nimmt man nun 
2 —=4,, 0Zy vorausgesetzt, so ergiebt sich (zufolge Formel XVI. d. v. $.) 
f, (4,) Be (A, — 4,1. Pay» 
indem 
v,(4,) = IPaPey 
ist. Ferner erhält man für 2 = a, 


RE..." 
p,\4,) a; L, 





Bemerkt man nun noch, dafs der Coefficient des höchsten Gliedes von p,(X) 
gleich A,p, ist, und man daher 
| 41 * 








| 
Le 
i 
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fy N: = 2 < py(a,) 
R,(.x) 4up, + . (x —.a,) R' (a.) 


. d,— U l 
— A»: +38 PORN... 
op; Tr « 2% —a, # (a,) Pay 





hat, so ergeben sich die zu beweisenden Relationen, indem man # =, und | 
2 — 4, Setzt. 


| 
Ill. Aehnliche Relationen finden Statt unter den in der Reihe | 


PıPızs PaPyı +++ ProrıPa@orny 


enthaltenen Producten. 





Setzt man nämlich in der Gleichung 


YV,(K) er v,(a,) Ey, < lePaPay 


Ri) 7 (0—a)Rka) . (w—a,)R'(a.) 


[74 











2 = 4,, so ergiebt sich 


by ,) a 
R,(a,)”#P®r gi 








 : laPaPay 
“ (a3— 4.) R', (a.)” 


wo hinsichtlich der Zahlen «, f, y dasselbe gilt wie bei der vorhergehenden Nr. 





IV. Unter je sechs Functionen p., Pa» Py> Pays Pyas Pag; wo a, P, y 
verschiedene Werthe haben müssen, findet die Relation 


(45 Rz: a,)PaP3, 7 (a, BE d,)PaPye + (@, ve 43)PyPaß =ßb, 
oder 
(a, — ag) PaPpy— (a, — Au) PBPay 
(a. — a5) Py 





Paß os 
Statt. 
Denn es ist (vermöge Formel XXIV. des v. $.) 

















(ü.— 43) Paß BL. PB ie Pa | 
PaPR PB Pa 
(ag—ay)P& __ Pr __PB 
PBPy Pr PP 
(a, — 4«) Pya _ Bi ie 
PyPa Pa Py 
aus welchen Gleichungen, wenn man sie durch Addition verbindet, die auf- 


sestellte Relation sofort folgt. 


V. Endlich ergeben sich noch folgende Gleichungen, in denen 
a’ irgend eine der Zahlen o-+1, o+2, ..., 2e+1 














rer er 
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bedeuten soll, 

















ee 8 Ola) a—a; 
i Eau “5 pH (ar — a) Pa Pax TS Tore an PP is 
ba) 
Opa O(a) a — a. ' 
= (A.— 4) Pa Pau P' rn ee PsPes( 
(ba) 
ey rn Opa __ — (a) 
rin 2 SRG er P'(a,) PeDan| 
Man hat nämlich (Formel XXVII d. v. $.) 
OPa Ren Ola 5) (b >, er) 


EI en. Pay Pra,)PsPov 


Hieraus folgt, wenn man «== setzt, sofort die dritte der vorstehenden Gleichun- 
gen. Aus(VI.) aber folgt, wenn man z==a,. nimmt und b statt a schreibt. 


p. FRE ger Sn ps ! 


Pa) a. — 





und hieraus, wenn man nach u, differentiirt, 








Opa 
ee. Ola) _PsPss je 
Pa Pau = u = Pa)" Ge — | (b —=N )» 


woraus sich die zweite Gleichung BEN aus der dann weiter die erste folgt. 


VI. Von den vorstehenden Relationen mögen nun die folgenden be- 
sonders hervorgehoben werden, in denen der Kürze wegen 


20+1 durch u, e-+a durch d, o-+b durch b 


bezeichnet ist. 
(1.) al’(%,,...),, Pi NEE - EN 


P'(a,) U, Ga 


(2.) ET >jQi0, Au CHEIBNN 


Pia) ar—a, 
(3) Aallı,...),, = = rn ‚is nn al’(w,,.. Ina, 
(4) (a, —a,)al(u,. Bet 
A N ap... u 


a ta, —a, P'u,) 














en 0'(a,,) 4, — Ur OKa,) 1, 
u Se ee 


a 
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(5.) lt. kl A zim Alm, , ..Ja@llt6,5 +.) | 
P'(a,) Ag — Ag: | 
(6.) alla...) all, ...)a 
(Ay —am)allı,, . )aal(t, , ...)a.s — (a, —a;)al(n, ; ...)5 al(t, 5 »+.)a,a 
Ua — Ay 





(1) ee 


(4; — a)allu,,..Jarallu,,. 16 — (Ga, — 4a) alle, PRLEN) al(ı BR RR 








(8.) al (Br 9) lage da 


(da, er Ay.) al (", „...)aal (w, „...)a,57 — (Ga, — Aar) al (u, Je.) al (", 90 )a,0° 











Age — Apr 
/ rl u a al(u,,...„allıı,..)» (ba) 
o - „o)a iu nr al(u u. r 
(9.) ien BR: a alte Aa € | | £ ' PPOREn Von 


oal(u,,...)a 
Ou, 





— (4, — 4,)al(ü,y...)., al(%,,...).° 


a) G—4,, 1, ur 
>. (a) A, a al(u,, ...„allzı,, ee 


ba) 

Von diesen Gleichungen gehen Nr. (1, 2, 3, 4, 5) aus (I, II, III) hervor, 
wenn man in diesen R,(z)=P(zx) setzt; Nr. (6, 7, 8) sind die Relationen 
(IV.), wenn man y=a, nimmt, und die unter Nr. (9.) finden sich unter 
(XXVIL.) des v. $. und (V.). Sie stellen, wie man sofort übersieht, so viel 
Relationen unter den Functionen al(%,,...),, al(%,,...),s und den ersten 
Differential- Coefficienten von al(%,,...),. dar, als nöthig sind, um alle diese 
Gröfsen algebraisch durch 





al(w,,...)ı al(%,,...) ie al(u,,...), 


(an deren Stelle je ge andere der Functionen al(%,,...), treten könnten) aus- 
zudrücken, ohne dafs in den betreffenden Formeln die Argumente %,, %, ..., 
u, selbst vorkommen; woraus unmittelbar weiter folgt, dafs auch die höheren 
Differential-Coefficienten der Adel’schen Functionen algebraisch durch je e 
der letztern ausdrückbar sein werden. 























BE Ve 10° 2232.17, ORBOR En Da 
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S. 6. 


Die AbeV’schen Integral-Functionen. 


Das Integral 


nn F(x,)dr, F(x.)dx,\ 
Ir r VR(x,) + T vk(x,) E 


wo F(x) eine atöhene ach Function von x bedeuten soll, geht. wenn 
man 2, La, 2.5 2, YRlzı), YRla2) ..., YyR(z,) ORTEN der Formeln 
des $.4. durch %,, %, ..., %, ausdrückt, in eine Function dieser Argumente 
über, welche man eine „Abel’sche Integral- Function” derselben nennen 
kann, und deren analytischer Charakter jetzt näher untersucht werden soll. 








Man kann, wie weiter unten wird nachgewiesen werden, jede in der 
vorstehenden Formel enthaltene Function auf eine einzige zurückführen, die mit 
Alu, %,...,%,) oder kürzer Allw,,...) 

bezeichnet werden soll, und durch die folgende Gleichung 
1) dUw,%,...,%) = 24 Ar a nn 
definirt wird, mit der nähern Bestimmung, dafs Al(w,,...) den Werth Null 
erhalte, wenn %., Ur, ..., %, sämmtlich verschwinden. Die Constante « 
kann jeden beliebigen Werth haben, mit Ausnahme von 4, @, .... @.,;ı: 
und auch das Zeichen der Wurzelgröfse yBR(«a) willkührlich bestimmt werden. 
Ist es nöthig, @ in die Bezeichnung der erklärten Function mit aufzunehmen. 
so soll dieselbe Al(w,,%,...,%,;«@) geschrieben werden. 








Nimmt man zunächst die Gröfsen «,, %, ..., , so klein an, dafs 
nicht nur z,, 2, ..., zZ, in der Nähe von «, @&, ..., «, sich befinden. 
und dieselben daher, so wie YR(z,), yR(x.), ..., yR(x,) durch die unend- 
lichen Reihen (4,5) des $.1. ausgedrückt werden können, sondern auch die 
Differenzen &, — a, > —@, ..., 2, — 4, dem absoluten Betrage nach kleiner 
als beziehlich «— a,, a—@, ..., a—a, sind; so erhält man, indem 


Pia) 0 Bart P(x,) 


u KLaUü Na — (a 





und 





m — Zeh (Re) ER) 4 


a Da 148 Garn 2) ). 


m=1. 
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P(.x,) dx RE | 
3 me " YR(x,) . (1 + (A, M)ı$a + (A, a5 .) ds, ($. 1.) 
ist: 
2 R 
(2.) Al (U, Un, ..., %,) ans 4 ra «IS BR‘ +. + Sur l 
Yk(a) 
2; Pla) U; -; + Bee) RR “L 
wo durch S;„;ı eine homogene ganze Function (@m-+-1)ten Grades von s,, 
S2. .... 8, und durch U,.;ı eine eben solche von %,, %,..., %, bezeichnet 


wird. Die Coefficienten von Sy.+1, Urn, werden rational aus @, @,, @&., ..., 4, 
und den Coefficienten von Q(x) zusammengesetzt; nach fallenden Potenzen 
von a entwickelt, fangen Sy, Um. mit Gliedern an, die mit «”" multi- 
plieirt sind. 

Nun aber findet, wenn man jetzt wieder unter 


4 4 (24) 
U, u, Brite u, 

R) mt »(@2u) 
Lay Loy ver, TC 


YR(au), yRlad), ..., yRlas”) 
Ma), Ne), g(®) 
T,, yYR(z,) 
dieselben Gröfsen versteht wie in $.2, nach dem Adel’schen Theoreme nicht 
blofs die dort unter (6.) aufgestellte Gleichung Statt, sondern auch die folgende 


(a) Pla). dx), Plz.) ds 2 " 
) 





3) 











a 2 —a "YR(& "a YRı x 
vk( vk(a P(=,) dx, M (a) P(a zer en a 
24" Pia) 2.—a yR(a,) H 3 dlo sh (a) P(a)—N 2) 


Werden Be 


(») () (») 


wo p irgend eine der Zahlen 1, 2, .... 2 bezeichnet. so klein angenommen, 


dafs die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (2.), wenn man darin 


diese Gröfsen an die Stelle von %,, %, ..., %, setzt, convergiren, so hat man 


vR(a ‚_Pias) dia 
(4.) 215 Fe La—a Ra! 


PR M (a) P(a)—N(a)yRi« 
— dA (u,..)+dAlu,...)+ + 4dlog PEN RG 


Jetzt setze man, wie in $. 4, 








' "» Ua 


ya WU, mm 1. uce)i— — 
zu 


a a ’ 


























Tr ———— 


TEE DO ae u ER SEE KANN Er Be 


een 
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und nehme u so grofs an, dafs nicht nur die unendlichen Reihen. welche in 
den dortigen Ausdrücken von al (%,,...)., al(%,....), u.s.w. und von M(z,u,....). 


N (x, u,,...) vorkommen, convergent werden, sondern auch die für Al (>: i ..); 
u / 


so verwandeln sich die Gröfsen 
Er In: 2. Ya, YA), ..., yYR(a,) 

der Gleichung (4.) in die durch die Gleichungen (Ill, XT) des genannten $. 
bestimmten; und es ergiebt sich durch Integration 

(9.) WMlu,, Wu, ...,.%,) = 2u allg. I arg e) 
M (a, u,,u,,...,%)Pla)— N (a, u, u,,...,u)yR(a) 
M(a, u ,%,,...,9%,)Pla)+ N(a, u, ,w,,:.., va) 
Eine Constante ist nach der Integration nicht hinzuzufügen, indem die Function. 
deren Logarithmus in dieser Gleichung vorkommt, sich auf die Einheit reducirt. 
wenn U, U, ..., %, sämmtlich verschwinden, wie aus den unter (26, $. 2.) 
gegebenen Ausdrücken von M(r), N(x) zu ersehen ist. 


- 3log 








Setzt man 
M (a, u,,...) Pla)—N(a, u,,...)YR(a) uu(zl, -) 
(6.) M (a, u,,...)P(a)+N (a, u,,...)YR(a) T — Alm, %,..., u.)> 


so ist hr 
(7.) All, u, ..., %,) aa 3logAl(w,.%,...,%,), 


und es bezeichnet alsdann Al (ty Un, ..., %,) eine eindeutige Function von %,. 
Un. 2... U,, Welche, wenn für die absoluten Werthe dieser Veränderlichen 
irgend welche Gränzen festgesetzt werden, die sie nicht übersteigen sollen, in 
der Form eines Bruches ausdrückbar ist, dessen Zähler und Nenner nach gan- 
zen positiven Potenzen von %,, %, ..., 4, in convergirende Reihen sich 
entwickeln lassen. Für hinlänglich kleine Werthe der Argumente hat man 
ZU Hmt Bee 


9 


(8) Mlu,%,...,%,) = 
woraus sich leicht erweisen läfst, ganz in derselben Weise, wie dies in $. 4. 


für die Functionen g (u,,...). geschehen ist, dafs der Werth von Alt, ,%,... „u,), 
obwohl in dem Ausdrucke dieser Function, wie er durch die Formel (6.) ge- 
geben ist, die Zahl « vorkommt, dennoch von derselben ganz unabhängig ist. 
Man hat daher folgenden Satz: 

Es giebt eine eindeutige Function Al (u, ,u,,..., u,) der unbeschränkt 


veränderlichen Gröfsen u,, u, ..., u,, welche der Differential-Gleichung 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 4. 42 
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4 dlogAl(u,, u, ..., %,) = 5 vRia P(x;) dx, 5 


I? Pla) .—a yYR(x,) 

in der £,, 2, ..., 2, yRlaı), YRlar), ..., YR(z,) die durch die Gle- 
chungen (Ill, XI) des $. 4. bestimmten Functionen von u,, W%, ..., U, 
sind, genügt und, wenn diese Veränderlichen sämmtlich verschwinden, 
den Werth 1 annimmt. 


Wenn nun F'(x) eine beliebige rationale Function von x ist, so kann 
man dieselbe stäts als ein Aggregat von Gliedern von der Form 








— und Bx" 


(X — u)” 
darstellen, wo m eine ganze positive Zahl, und A, B, a Constanten bedeuten. 
Mit Unterscheidung derjenigen Werthe von a, welche A&(a)—=0 machen, von 
denen, bei welchen dies nicht der Fall ist, kann man daher als den allge- 
meinsten Ausdruck von #'(x) den folgenden annehmen 








er — a)" (x — a)" 
m=1l...m, m=1...m, 
1 2 
ı z)_ Ba +3 B. u. 
aa) hau," | 
m=1...n, m=|...n, 
2er, 
m=1...n 
WO Mi, Man 2... N, N, Ma, ... ganze positive Zahlen (Null ausgeschlossen) 


2 1 2 


) 2 ı 
und A,, Aus +5 Bas Bas :::» Ous 4, 4, ... Constanten bedeuten, und 


| 2 
angenommen wird, dafs a, a, ... nicht zu den Gröfsen a,, 4, ..., Aryyı, 
den Wurzeln der Gleichung R(x) = 0, gehören. 


Nun ist 





‚vR() __ Ka) Sr R(.x) dx 
(10.) I ap vo (4 (x — a)" ” (e— a)"t1/ YR(x) 
— 5 (> — m) R(a)(2 — na RS h 


r=0...(?e+1) 
wenn man 
R(z2) = ER" a)(2c—u) 
r=0...%+1 


setzt. Da nun Aa) R(a) ist, so übersieht man aus dieser Formel so- 
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fort, dafs sich, wenn R(a) nicht Null ist, indem man m—1,. 2, ..., m—1 


setzt. 


dx 
7 07) 








u BE, G,(a)yR(r) 
auf die Form (= + @,(®) Rn d. Te 


wird bringen lassen, wo @, eine Constante, @,(2) und @,(a) aber ganze 
Functionen von x bedeuten, die erste vom (20e —1)ten und die zweite vom 
(m—?)ten Grade, wobei man für m—=1 @,=1, @, (2)=0, @,(x)—0 hat. 


| Setzt man aber a=u,, so ist R(a)=0, nicht aber (4—m)A (a). 
und es erhellt aus der Formel (10.), wenn man jetzt m—=1, 2,.... mn nimmt. 
dafs man 











dx re de G,(z)yR(x) 
12) Gare Ve) TI Ta 


erhalten mufs, wo @, (x), @(x) wieder ganze Functionen sind, die erste vom 


(2e—1)ten und die andere vom (m—1)ten Grade. Namentlich hat man 
R'(a,) dx Kir ce) R'(a.) R(x) dx Yvk(r) 
(13.) 2 (7a) YRe) wen is SR, ee) d 


vk(x) C—M, 














Ferner ist 


u _ (m—1)2”—?R(x) +42” R (x) 
d(2”"'yR(x)) = TR) dx 


oder, wenn man 





R(z) = ZA." 








setzt, r=0...%0+1 
(14) d(a”"yR(e)) = Z((o+m— m 3) A,aRetmo-i ER 
und man hat daher un. 
Ar 27 Fu run a = 1.4(6,(@)yR(2)). 


wo gleichfalls @,(x), @,(x) ganze Functionen sind, die erste vom (2e—1)ien 
und die andere vom (m —1)ten Grade. 


Aus den Formeln (11, 12, 15) folgt nun sofort, dafs sich 
F(x)dr ; G, G, dr 
16) rc auf die Form ( RR. ten) ke 


2—A 0 





20—1 





File lan) 
42 * 





eh EU 
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1 2 
bringen läfst, wo @,, @,, ... Constanten, 


H(z) = («—- a)" (2 a)" ..., 


H,(2) = (2 0)" (@ a 


20—1 


und @(z). @(x), @,(x) ganze Functionen sind, von denen die erste von 
nicht höherem als dem (20.—1)ten Grade, die zweite von einem niedrigern als 
R,(x) H(x) ist, und die dritte sich auf Null redueirt, wenn n=_20, während 
sie vom (a—2o —1)ten Grade ist, sobald n > 2e. 

Da man ferner 














dr >R P(x) da _ P(&) —P(a) dx 
(ce—a)yR(x) Pla) (ce—a)yR(rx)  (#—a)P(a) YR(r) 
P(x)—P(a) 





hat, wo 





—— eine ganze Function (o—1)ten Grades ist, und man, wenn 
N a / 


f(x) eine Function (20.—1) Grades bedeutet, 
fi) = fi(@)P(@)+f(®) 
setzen kann, wo f(x), f(x) beide vom (o—1)ten Grade sind, und 


f: (x) z— „f.(“) P (x) 


at °C — 4 


Fix)da 
FT ) 


F(x)dx ’ YR(a) P(.x) VR(a) P(x) dx 
17. — \ 
mM) an ae Se Y73 ne 7a} 


(a) E_—s 
a (x) dx P(z) ds 
+ (46, ) Er a vi 
A b=1.. 


Hallaat- m Se) Re} | 


geben kann, wo F\, Fr, ..., @,, H, Constanten bedeuten. 
Nun folgt aus der Gleichung (1.) 


er 


wo [- TR .- Al(u,,. A den Coefficienten von a’ in derjenigen Entwicklung | 








ist; so erhellt, dafs man dem Differential auch die Form 




















P(a) 





v—1 
(18.) ziy* a m 


ET Ra) U tnu)],. 


der eingeklammerten Gröfse, welche für sehr grofse Werthe von « gilt, be- 
zeichnet. Aus den Formeln (2,6) ersieht man, dafs dieser Coefficient ( indem 
N(a, u,...) VR(a) 





—0(0 wird für a=x, und 


M(a,u,,...) Pla) 
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man daher für alle Werthe von «, die ihrem absoluten Betrage nach eine 
gewisse Gränze übersteigen, 


_Pla) log (I ty...) Pla)— N (a, w,,...)yR(a) 
DyRia) M(a,u, )P@ENI (a, u,,...)YR(a) 


e. 1 ua 4...) Yeti 
ee, 8) 2m+1\M(a, a ) u) 
hat, so wie auch (nach (2.)) 


2uP s 
rk. u) n — 2us(Ula 32,.-), .)- 


m=0(0...%x 











und die in Beziehung auf a rationalen Functionen 


N (a, u,, ...)\tl/ O(a)\" u, 
M(a,u,,.. » P(a) ! u(a, 2u ’ va 





wenn man sie nach fallenden Potenzen von @ entwickelt, beide mit einem 

Gliede anfangen, welches mit « multiplieirt ist) eene eindeutige ungerade 

Function von u,, U;, ..., u, ?st, welche für alle Werthe dieser Gröfsen, 

die ihrem absoluten Betrage nach beliebig festgesetzte Gräünzen nicht 

überschreiten, als Quotient zweier, nach ganzen positiven Potenzen der- - 

selben entwickelbare Reihen dargestellt werden kann. 
Berücksichtigt man ferner, dafs 


z(fa)yKie)) = —Zfla)v(@), 
wenn f(x) eine beliebige rationale Function von = ist, rational durch die 
Coefficienten von p(x=) und w(x) dargestelli werden kann; so ergiebt sich. 
wenn man 


(19.) Br A (u 19° ». ne UN, u, .. .,u,) 
setzt, aus (17.) 


(20) SET = Fly tn..,0;0)+ PU un. W5a) + 


—-m—1 








+E(@,AUN (u, Uyyeıry u,)+ H,u,) 
1% (all... 0, als -..))> 


wo % eine rationale Function von al{%,,...)ı, all%,,...)ı u. s. w. bedeulet. 
Man sieht also, dafs in der That, wie oben bemerkt worden, eine jede Abel’sche 
Integral-Function auf die mit Al(u,,u,,...,u,) bezeichnete, zurückgeführt 
werden kann. 
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Es ist in ($.4.) bei Herleitung der dortigen Gleichung (8.) die Formel 
f(a,)yYR(.x,) 











3 > d , em R ; 
p (2) Li 2 : (2.— 0) P'(as) du,, 
oder | 
Ag N ya) dus | 
"yR(n,) — Pa) (2— a) px.) 


P(x;) 


wg 


auf beiden Seiten mul- 





gefunden worden. Diese Gleichung werde mit 


tiplicirt. so findet sich, wenn man dann in Beziehung auf a summirt. 


u; P(.r.) dx, 0 p(a;) P(x,) du; 


Fra YRlan) 15 Pla) (aa—a) (0 — a) Plz) 








Nun ist aber 


P(x) a P (a) 1 P(.«x,) 
(—a)y(X) (x—a)Y(a) (2. — a) (ve — x.) PX.) ’ 











und daher für 2 —=a, 














P(xs) ee. | 
(aa) (ra) la) (a —a)pla) 
Mithin 
P(x,) dr P(a) (a) dw 
1 j Kam 
1. Vk(x,) * $ (a) "Pa,) a’ 


oder auch, wenn man jetzt auf der rechten Seite a statt b schreibt. 


























Pix.) da P(a) p(a,) dus 
<ı i 
(21.) na YRia) ig y(a) P'a,) a—a, 
O(a,) al’(w,,...)adua 
u ms u 4—4, 
Br a) BUNTER 
1 (a). Ga— U, 
Hieraus folgt 
— 0a) 2 
(22.) IC DE YKR(a) Pia) al (t »...)0 
ou —(a—a)Pla) AL Oras) al’(u, z...)al 
Pa.) u0—@% 


Ferner ersieht man aus der Gleichung (21.), dafs die partiellen Differential- 
Coefficienten von A (u,,...), AP(w,,...) u.s.w. rationale und ganze Func- 
tionen von al(,,...)1, AllWıy...)a5 ».., all, ...), sind. Namentlich hat man 


(23.) MO (1, 5 ug 5 22.5 %) O(a,) 








alu, Un,.  U,)a» 


ou, — Pa, 
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so dafs man die Gleichung (Ill.) des $. 4, deren Wurzeln die Gröfsen x,. 
sind, auch folgendermafsen 
OU (u, ,u,,..., N Bahe 


(2X — a,)O u, 


Lo ...,€., T, 





@4) = 


ausdrücken kann. Auf diese merkwürdige Form der in Rede stehenden Glei- 
chung werde ich später noch zurückkommen. 


Zweites Kapitel. 


Einige allgemeine Betrachtungen über die Darstellung eindeutiger 
analytischer Functionen durch Reihen; Digression über die 
elliptischen Transcendenten. 


$. 7. 


Die im vorhergehenden Kapitel durchgeführten Untersuchungen haben 
hauptsächlich den Zweck, für die Functionen 

alt...) Ally...) 3 Ma,...;0a) M9l,...), 
durch welche sich, wie gezeigt worden ist, alle Abel’schen Transcendenten 
ausdrücken lassen, zu einer völlig bestimmten, auf beliebige Werthe von «,. 
U, ..., a, anwendbare Erklärung zu führen, und die analytische Form 
derselben in so weit festzustellen, als hierfür und zum Behufe der weitern 
Entwicklungen erforderlich ist. Die in $.4. und $. 6. gegebenen Formeln 
genügen für diesen Zweck zwar vollständig, nicht aber, wenn verlangt wird, 
die genannten Gröfsen in einer ihrem wahren analytischen Charakter enispre- 
chenden, für alle Werthe der Argumente %,, %, ..., %, unverändert dieselbe 
bleibenden Form darzustellen. Diese bleibt vielmehr noch zu ermitteln. 

Der Umstand, dafs die unendlichen Reihen, welche in den Formeln 
(IV, XII, $.4) und (6, $. 6) vorkommen, für um so gröflsere Werthe von 
convergent bleiben, je gröfser man die Zahl « annimmt, be- 





Un Upyuuıy U, 


gründet die Vermuthung, es werde sich jede derselben, wenn u== x gesetzt 
wird, in eine für alle Werthe der genannten Veränderlichen convergirende 
Reihe verwandeln, und sich auf diese Weise eine Darstellung der in Rede 
stehenden Funciionen in der gesuchten Form ergeben. Es dürfte vielleicht 
möglich sein, durch eine genauere Untersuchung jener Reihen die Richtigkeit 
dieser Vermuthung strenge zu erweisen; ich gehe jedoch hierauf nicht ein. 
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weil man, wenn es auch gelänge, dadurch noch nicht dahin kommen würde, 
für jede eenzelne der beiden Functlionen, als deren Quotient alsdann irgend 
eine Abel’sche Function sich darstellen liefse, eine analytische Definition zu 
gewinnen. Es tritt uns hier vielmehr eine Aufgabe entgegen, welche, so viel 
ich weils. noch nicht allgemein behandelt worden, und doch für die Theorie 
der Functionen von besonderer Wichtigkeit ist. 

Die einfachsten transcendenten Functionen sind solche, welche sich 
nach ganzen positiven Potenzen ihrer Argumente in beständig convergirende 
Reihen entwickeln lassen und somit im Wesentlichen den Charakter der gan- 
zen rationalen Functionen besitzen. Nach ihnen kommen diejenigen, welche 
aus mehreren dieser Art in rationaler Weise zusammengesetzt und daher 
als Quotienten aus zweien dargestellt werden können. Man kann sie als 
transcendente Gröfsen vom Charakter der gebrochenen rationalen Functionen 
bezeichnen. 

Oftmals aber ist eine Function in der Art definirt — und so verhält 
es sich. der vorhergehenden Darstellung nach, mit den Abel’schen — dafs 
zwar die Möglichkeit gegeben ist, sobald jedes ihrer Argumente auf einen 
endlichen, übrigens beliebig grofs anzunehmenden Bereich heschränkt wird, 
dieselbe in der Gestalt eines Bruches, dessen Zähler und Nenner nach ganzen 
positiven Potenzen der Argumente entwickelte Reihen sind, auszudrücken, wäh- 
rend eine s/äts gültig bleibende Darstellungsform noch unbekannt ist. Ange- 
nommen nun, es sei eine derartige Function durch eine (algebraische) Diffe- 
rential-Gleichung definirt, (oder auch im Vereine mit andern durch mehrere 
solche), so kann man untersuchen, ob sie vielleicht zu den gebrochenen 
rationalen, in dem eben erklärten Sinne, gehöre. Hierfür aber reichen die 
gewöhnlichen Entwicklungs- Methoden nicht aus. Es handelt sich dann darum, 
zu entscheiden, ob man, nachdem in die gegebene Differential-Gleichung statt 
der gesuchten Function ein Bruch, dessen Zähler und Nenner noch zu be- 
stimmende Gröfsen sind, eingeführt worden, dieselbe in zwei andere, aus 
denen sie wieder folgt, so zerfällt werden könne, dafs die genannten Gröfsen 
beide den Charakter einer ganzen Function erhalten. Dazu kann man in vielen 
Fällen mit Hülfe eines allgemeinen Satzes gelangen, der verdient, bei dieser 


Gelegenheit entwickelt zu werden. 

Wenn f(w) eine Function von % ist, welche durch eine nur ganze 
positive Potenzen dieser Veränderlichen enthaltende und beständig convergi- 
rende Reihe dargestellt werden kann, so wird der Differential- Quotient 
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o+log f(u) 
out 2 
wo 4 eine ganze positive Zahl bezeichnet, nur für solche Werthe von % un- 
endlich grofs, bei denen f(w) verschwindet. Es sei « einer dieser Werthe. 





so kann man setzen 
f(a - j k) > gk” + g,k"*' - ia, 


wo m eine ganze positive Zahl bedeutet und g nicht Null ist, und hat also 
logf(a+k) = mlogk -+ logg+ kr, 


wo die nicht hingeschriebenen Glieder nur positive ganze Potenzen von k ent- 
halten; woraus folgt 


(og fiw) Ologk 


= m Glieder mit nur posiliven oanzen 


Potenzen von Ä}, 





welche Reihe convergirt, sobald der absolute Betrag von %k kleiner ist als 
eine gewisse Gröfse, auf deren nähere Bestimmung es nicht ankommt. Die- 
selbe Darstellung gilt aber auch für jeden andern Werth von a; nur ist 


dann m —(. 
Dieser Satz läfst sich nun in folgender Weise umkehren. 


Theorem. 
Wenn eine eindeutige Function Fu) der unbeschränkt veränder- 
lichen Gröfse u die Eigenschaft besitzt, dafs 
F(a-k). 


wo a irgend emen besondern Werth von u, k aber eine Veränderliche 
bezeichnet, für hinlänglich kleine Werthe der letztern in eine convergi- 
rende Reihe von der Form 





OHlogk er 
an "2 + Sh„k 9 


m=(0...00 


wo m entweder Null oder eine ganze positive Zahl bedeuten soll, ent- 
wickelbar ist; so läfst sich eine beständig convergirende Reihe 


re et = fi), 


en der u den zu a—=0 gehörigen Werth von m bezeichnet, dergestalt be- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII, Heft 4. 43 
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stimmen, dafs 
oHlog f(w) 
ouf 
ist. Und zwar erhält man den allgemeinsten Ausdruck von f(u), indem 
man, unter der Vorausselzung, dafs für hinlänglich kleine Werthe von u | 


— Fu) 





F(u) = u + SF\u" 
mnm=(...00 


efunden sei. die Kormel 
gef ' 


ı „Atm 
FU } 


- +6+ 604... +0 _ 
MIDI. man m tritt 


9 





in der C,. Ü,, ..., C,_, willkührliche Constanten bezeichnen, nach Po- 
tenzen von u entwickelt, wenn auch die dabei gebrauchte Reihe 
Furt 
(m-+14)..-(m+2)\ 
nicht für alle Werthe von u convergirt. 


Y 








Beweis. 


Es seien &, &, ..., 4, unter den Werihen von , für welche #'(w) 
unendlich grofs wird, diejenigen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
als eine beliebig angenommene Gröfse U sind, den Werth Null, wenn er 
auch zu denselben gehört, ausgeschlossen. Es ist leicht zu erweisen, dafs es 
nur eine endliche Anzahl solcher Werthe geben kann. Denn sonst mülste 
sich in dem angegebenen Bereiche von « wenigstens een Werth « finden, in 
dessen Nähe eine unbegränzte Menge derselben vorhanden wäre. Dann aber 





liefse sich #'(«-+%), wie klein auch 4 angenommen werde, nicht nach ganzen 
Potenzen dieser Gröfse in eine convergirende Reihe entwickeln, die, wie doch 
vorausgeselzt wird. nur eine endliche Zahl Glieder mit negativen Potenzen 
von %k enthält. Bezeichnet man nun mit m,, M;, ..., m, die zu 4, &,...,4, 
gehörigen Werthe der Zahl »» in den Entwicklungen von 


(a, - k), F(a,--k), “eng F(a,+k), 
und setzt 
N ag u m, IA. 5 m, BI Br MM, uk | 
” (1 a, (1 7 S e x“; 


a 


so hat man nach dem oben Bemerkten 


(ueer) ötlogk 
u=a+k 





Ep — m — + {Glieder mit ganzen positiven Potenzen von kt, 
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wo m=u, m, My, ..., m, ist für a0, a. @,.... a 
jeden andern Werth von «a. Setzt man daher 


„ und Null für 


log (u | 
We — F\(u), 


so ist u... ) bei jedem Werthe von «, dessen absoluter Betrag kleiner 
als Ü/ ist, in eine nur ganze positive Potenzen von A enthaltende Reihe ent- 
Beni on Daraus folgt, dafs #,(w), so lange der absolute Betrag von « 
unterhalb der genannten Gränze bleibt, stäts einen endlichen Werth hat und 
OF, (w) 


ou 


höhern Differential-Coefficienten dieser Function). Nach einem Cauchy’schen 


sich continuirlich mit # ändert. Dasselbe gilt von 





(so wie von den 


Satze läfst sich daher F\,(«) für alle jene Werthe von « durch eine conver- 
girende Reihe 








S@, u" 
m=(...xX 
darstellen. Wird daher 
I u" ,+m 
fi(u) = a(w)e (m-+1)...(m+2) 


gesetzt, so ist /,(w) in eine, jedenfalls für dieselben Werthe von % conver- 
girende Reihe von der Form 
(u) = u Sf„u'" 
m=(Ü...0< 
entwickelbar. *) und man hat 


Hlogf,(u) __ Hlogr(u) 
out Zug Out 
Nun kann man aber, wenn « dem absoluten Betrage nach kleiner als jede 
der Gröfsen @,, &, ..., a, ist, Fu) durch eine convergirende Reihe 








+ Fu) — Fu) 


„& eg 2 a 
ausdrücken, wo u Null oder eine ganze positive Zahl ist. Nimmt man daher 


für f(u) die aus der Entwicklung des Ausdrucks 


En urn 
BEINE arm. .(m+4) 


| +0, +Cu+...+ U 





hervorgehende Reihe, so convergirt dieselbe sicher bei den eben genannten 





*) S. die Sätze des $.7. der Abhandlung über die Facultäten. 
43 * 
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Werthen von u, und man hat für dieselben 








Hogf(lu) Fu) 
out . ah 
und mithin auch 
logf(u) __ Hlogf,(w) 
out Mr a? 
woraus durch lutegration | 
logf(u) — logf, (wu) + + Cu --- 4 O_ui". 


„! ‚f ‚! Zu 
’ Der m Ü + Ü uU | .. + €; ı 
f(u) = fı(u).e y 0 fi 


folgt, wo C, Ci, ..., C_, gleich C,, CL. ..., C,_, Constanten sind, und | 
aus den für /(w) und f,(w) aufgestellten Ausdrücken sofort erhellt. dafs 


man. wenn 





08 ni — QGU+-OGU- 
ist. 
f 
at Gt + Gl + au u 


hat. Der Exponential-Factor in dem vorstehenden Ausdrucke von f(w) läfst 
sich aber nach Potenzen von in eine beständig convergirende Reihe ent- 
wickeln; folglich mufs auch das Product aus derselben und der Reihe für 
fı(w). das heifst die mit f(w) bezeichnete Reihe convergiren, sobald der ab- 
solute Werth von kleiner als U ist. Aber U kann beliebig grofs ange- 
nommen werden, während die Coefficienten von f(w) stäts dieselben bleiben, 
weichen Werth auch U haben möge. Mithin mufs die Reihe für f(w) eine 
beständig convergirende sein, wenn auch die bei der Bildung ihrer Coefficienten 





sebrauchte 





Un ‚tm 
a 


es nicht ist. 

Zugleich sieht man aus der vorhergehenden Darstellung, dafs die aufge- 
stellte Formel den allgemeinsten Ausdruck der Function f(w) liefert. Denn 
veselzt. es sei /,(%) irgend eine andere, welche auch der Differential-Gleichung 


o*log f, (u) 


Out 





—= Fu) 


genügt, so muls, wie gezeigt, 

fu) = flu)er 
sein. wo z/u) eine ganze Function (A—1)ten Grades bedeutet, wonach fı(%) 
in dem für /(w) gegebenen Ausdrucke mil einbegriffen ist. 
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Anmerkung. Hätte die Function F(w) nicht für alle Werthe von w, 
sondern nur für alle dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen 
Gränze liegenden, die angegebenen Eigenschaften; so folgt aus dem vorste- 
henden Beweise, dals die auf die angezeigte Weise gebildete Reihe f{w) je- 
denfalls für die bezeichneten Werthe von w convergent sein und der Diffe- 
rential- Gleichung IN — Fu) genügen würde. 

Der bewiesene Satz kann nun, wenn zwischen zwei veränderlichen 
Gröfsen z und « eine algebraische Differential- Gleichung besteht, dazu ge- 
braucht werden, um zu entscheiden, ob sich wirklich x als eine Function von 
u, die den Charakter einer ganzen oder gebrochenen rationalen hat, be- 
trachten lasse, und um, wenn das Letztere der Fall ist, zur Bestimmung des 
Zählers und des Nenners ze? Differential-Gleichungen zu ermitteln. Denn 
immer wird sich aus der gegebenen Differential-Gleichung für irgend einen 
‚ten Differential- Coefficienten von log ein Ausdruck von der Form 


2 . A—1ly 
0) log.a er F(u, x orx a Mi 


Auf u’ °’ ou 


i OX 
herleiten lassen, wo F’ eine rationale Function von «, I, U. 8. W. hezeich- 
'®) 
nen soll, deren Coefficienten Constanten oder eindeutige analytische Functionen 
von # sind. Wenn nun x in der Gestalt 
fı(w) 
f. (u) ” 
wo unter f,(w), fz(u) zwei nach ganzen positiven Potenzen von « in be- 
ständig convergirende Reihen entwickelbare Functionen zu verstehen sind. 
darstellbar sein soll, so mufs, indem dann 
Hlogr _ Hlogf,(w) __ Hlogf,(w) 
Out ou? out 








ist, #' sich auf die Form F\— F; in der Art bringen lassen, dals #. #' 
Functionen von der in dem aufgestellten Satze beschriebenen Art sind. Ge- 


lingt es nun, F' in dieser Weise umzuformen, wo denn im Allgemeinen 


or ollr 


F,. F, Functionen von , z, ee sein werden, und der Nach- 


weis, dafs sie die in Rede stehende Beschaffenheit haben, mit Hülfe dessen, 
was hinsichtlich des zwischen x und % bestehenden Abhängigkeits- Verhält- 
nisses aus der gegebenen Differential-Gleichung folgt, oder sonst bekannt ist. 
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geliefert werden mufs; so kann man 


o*lo fe L) 4] u a 
A Er Ö ogf.(u) an 
ou ou* 








selzen, und dann, indem man für x diejenige Entwicklung nach Potenzen von | 
« sucht, welche für hinlänglich kleine Werthe von « gilt, und hierauf die 
entsprechenden Entwicklungen von F\, #%, ausführt, die Reihen für f,(w), 

f;(w) in der beschriebenen Weise bilden — oder man kann auch, in F\., F: | 
fı(w) 





statt x einführend, aus den so sich ergebenden Gleichungen die Coeffi- 


a 


cienten der gesuchten Reihen, deren Form und beständige Convergenz ja be- 
reits vor ihrer Entwicklung feststeht, nach irgend einer passenden Methode ab- 


R » . u “ U . 
leiten; worauf man bei gehöriger Constanten-Bestimmung BER AL haben wird. 


f. (u) 

Wenn man im Stande ist, von der Gröfse x vor ihrer Entwicklung 
nachzuweisen, dals sie eine eindeutige Function von w ist, welche sich für 
alle in der Nähe eines beliebigen besondern Werthes « liegenden Werthe 
dieses Arguments durch eine convergirende Reihe von der Form 


A,u— a" + A(u— ut A(u— ut’ ---, 
wo . eine ganze (positive oder negative) Zahl bedeutet, ausdrücken lälst; so 
genügt es, F'als die Differenz zweier andern ähnlich gebildeten Ausdrücke F\, F; 


darzustellen, von denen sich zeigen läfst, dafs der erste nur für solche Werthe 
von x unendlich grofs werde, bei denen z==0, der andere nur für diejenigen, 











bei denen 2x wird — und man kann überzeugt sein, dafs die aus den 
Gleichungen 
log f,(w) 2243 FE ologf,(w) F 
b " 1 a7 = ” 


auf die beschriebene Weise für f,(u), fz(u) sich ergebenden Reihen be- 
ständig convergent sein werden. 
Denn bei der angenommenen Beschaffenheit von x hat man für jeden 
Werth von a 
logr —_ + ogk + {Glieder mit nur ganzen 
On Tuntk © positiven Potenzen von A} 
—= F\(a+k)— F;(a+k), 


wo m eine ganze positive Zahl ist, wenn für v=a 2 =( oder =x wird, 
und das obere Zeichen im ersten, das untere im andern Falle gilt, während 








wi re Pen va un 
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Eu 


man m —=() für jeden andern Werth von a hat. Ferner geben F\, F,, wenn 
man in denselben «—=a--%k setzt und nach Potenzen von % entwickelt. 
Reihen mit nur ganzen Potenzen von A, wobei jedoch, da F\ und F, für 
keinen Werth von u beide unendlich grofs werden, niemals in beiden zueleich 
negative Potenzen von A vorkommen können. Daher folgt aus der vorste- 
henden Gleichung, wenn F,(@)=x ist, (indem man mit (k) eine Reihe von 
der Form A,+4h,k+h,k’-- +.» andeutet) 

Y o*lo k y 

F(a4k)— m + (k), F,(a+k)—(k): 
und wenn F,(a)=x, 


v o*] k m x 
Ft, ik 


während man für jeden andern Werth von u 

(a4 k)=(k), 2(@a+k)= (k) 
hat. Es besitzen also F\,(w),. F,(u) die bei dem entwickelten Satze für die 
Function Fu) vorausgesetzte Beschaffenheit. 


Wenn sich nur nachweisen liefse, dafs man x für alle Werthe von , 
die dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen Gränze liegen, als 
eine Function dieser Veränderlichen von der angegebenen Beschaffenheit anzu- 
sehen habe; so würde man, in der beschriebenen Weise verfahrend, zu einer 
jedenfalls für alle jene Werthe von « geltenden Darstellung von .x gelangen. 


Sind für mehrere Functionen 2,, %£;, ... von & eben so viele alge- 
braische Differential-Gleichungen gegeben, so kann man bei deren Entwicklung 
in ganz ähnlicher Weise verfahren. Auch ist es möglich, in üem Falle, wo 
es sich um Functionen von mehr als einem Argumente handelt, die Unter- 
suchung auf den hier betrachteten zurückzuführen, wie dies an dem Beispiel der 
Abel’schen Functionen wird gezeigl werden. Ich halte es jedoch für zweck- 
mäfsig, zuvor die Fruchtbarkeit des im Vorhergehenden entwickelten Prineips 
für die Darstellung der eindeutigen Functionen in seiner Anwendung auf die 
elliptischen Transcendenten klar zu machen. 


S. 8. 


Zur Theorie der elliptischen Functionen. 


Die in ($. 1— 4.) behandelten Differential- Gleichungen redueiren sich 
für o—=1 auf eine einzige, und zwar, wenn man in diesem Falle «, r statt 
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%,. .., schreibt, und 


nimmt. so dafs man 








| (2 — a, )(2 —a,)(r —- a,) | (2—1,) (2 —a, ) 
1) Ra We-)e-n) Poy—z-a, On m)eze 
( ) ( ) a, —a, 9 \ ) 1) ) a,—a, 


hat. auf die foleende 
dx 


vkis) 
Nach den Schlufsformeln des $.4. kann man, bei der Annahme, dafs r—u«, 





() Mi 


werde für —=0, die erstere Grölse in der Form 

3) = a+(@— a,)al’(w), 
ausdrücken, wo al(%), eine eindeutige Function des unbeschränkt veränder- 
lichen Arguments % bezeichnet, wobei dann 


(4) yERla) = (m. —a)al(w), Sale), 


ou 





zu nehmen ist, und man ferner 


4 — 2 —= (m; —a)al(u),), 5; — 2 —= (a, — a)al(u),. 


(5.) 


—— 


Y 9 \ 2, ad d. y] 
al (u), = 1—al’(%),, al (u), = 1— een; al’(w), 


3 
hat. wo al(w),. al(#), Functionen derselben Art wie al(w), sind. Für hin- 
länglich kleine Werthe von % haben al(w),, al(w),, al(«), die Form 

ala = u 

(6.) sale, = ATNETRUT TIME" 

alu), = 1+ Ah" +... 4,uU" te, 
wo die Coefficienten der unendlichen Reihen rational aus @,, &. a, (welche 
Grölsen beliebige complexe Werthe haben können) zusammengesetzt werden. 


Und wenn man für den absoluten Beirag von «% irgend eine beliebig anzu- 
nehmende. Gränze, die er nicht überschreiten soll, festsetzt, so kann man 


\ 


al(®),. al(a),, al(#), in der Form 
u+Fu’+.-. + F,Writ... 
1+EW+.- + EnW 4... 
(7.) ER 1+G, +. + Get. 
al(%): 1+EW+ + EnWtt 
1+H,u’+..- + H,.wWt-4.- 





al(%), ea 








al(u),;, = 


1+ Eu +... + EnwWtt 
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ausdrücken, wo die unendlichen Reihen 
u+Fu-+ .-, 1-6, W-+..., 1+- H,wW-...., 1+ Eu w 


deren Coefficienten gleichfalls rational aus «,. @,, a, zusammengesetzt werden. 
für alle Werthe von % innerhalb des auf die angegebene Weise begränzten 
Bereiches convergiren. 


Dieses vorausgesetzt werde die Gleichung (2.) auf die Form 


8) (ZZ) = 4Rl) 


gebracht, so folgt 


























d’r , 
9) 7er 2Re), 
(r—a)d’r—dxdr 145 .BEte) 2R(x) 
(10.) 2 (2 — a,)’du? up Wr (r—a,)’ 
Aber 
R'(&) ee R'(a,) ILR'" 72 j 
7—a, = 7a, R (a,)+4R (a,)(2 — ua,) 
2R(x —?2R'(a,) ‚ ' 
- = are — RK'a)—4R"(a)(2 — a), 
und daher, indem R’’(a,) = x _ ist, 
d’log(x —a,) a R'(a,) 
di) 4 du? Z4 a aa 


i 


Nimmt man @,, a, statt @,. so erhält man ebenso 








2 
ee re iM 5-a_ Be) 0-a 
du G—d —a, 4,—d, &2.—a, a4, —d, 





—— EEE m 





(13.) Fe) 1, R'(a,) x—a _ KRa,) n.3 


du? 4,—a 2—a, 0,—a x—u, 
Führt man nun in diese Gleichungen al (u),, al(a),, al(w), ein, und setzt 


(14.) En Te“ RR, a un 4 kR, 








4, —d, 4, — a, 
so finden sich, indem 
4,60 d,——4 
R(a)=@,— u, R'(a,) = ( 2 le 3) — — (3—a)(1— KR), 
Ba 


R' (4) = (a, —a,) = (a, — a,)(1— R) 


ist, die folgenden 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 4. 44 
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ii dlogal(u), ___ 2 127371 1 
(15.) Fr u k’al ae er 
d’log al (1), 1 — I? 
(16.) ia: — k’al’(u), — nr 
Plogal(u), gan, 1—k”? 
(17.) Fr Kal ta Bu 


Indem nun 
1 


— ——— — x wird nur für solche Werthe von , 


al’(w), 
und 
BE k’al’(u), - x 


so kann man, nach dem im vorhergehenden 
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an 1 2 
u = arg (— kal’(u),) 

2 + al’(«,) u 
EN U RE al?( (u), —(— k al (%),) 

Aa k? al’(w), p) Q 
a“ (— kal’(w),) 


die al’(#), = 0 machen, 


u, de af(w,=x - „, 


$. bewiesenen Lehrsatze, zwei 


Functionen Al(w), Al(w),, die sich nach ganzen positiven Potenzen von u 


in beständig convergirende Reihen entwickeln lassen, 


die Gleichungen 








| d’log Al(«) 
(18.) du? 
dA’logAllu), __ 
ag) Team, — 


befriedigen. Ebenso giebt es, weil 


bestimmen, welche 


= kal? (u), 


TU] Sem 
al*(u), 


— kal’(u), = k’lal’(w),—1)=%x wird nur für solche Werthe von u, 


— 


für die al’(w), 





1—k? 
al’(w), 





— k—x wird nur für solche Werthe von , 





und 


— k’al’(u), = al’(u),, —1= mw wird nur für solche Werthe von u, 


für die al’(w), = 
1—k’ 


al’(w), 
für die al’(#), — 


00 ist, 


—1=%x wird nur für solche Werthe von %, 
Ö ist, 


noch zwei Functionen Al(v),. Al(), von derselben Art wie Al(w), Al(w),, 


welche den Gleichungen 








i d’logAl(u), 1—k? 
(20.) du? a 5 

u d’log Al(w), 1—k? 
(21.) du? 7-7. v. EEE, 


u a 


Rn al’(u), 
5 al’(w), 


k’al’(w), 
al’(u), 
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genügen. Um dieselben darzustellen hat man die Functionen auf der rechten 
Seite dieser 4 Differential-Gleichungen nach Potenzen von % in Reihen zu 
entwickeln, die bei hinlänglich kleinen Werthen von « convergiren,. wodurch 
man, nach den Formeln (6.), 


/ Zu IE al? (u), Fun sp wW"t, En 2r.00 BETON 1 ö S P\ u un 
) al’ (we), u” 
22. —_k: N 
(22.) | IM _ gg _gprum, I) _gpryim 


au 3 al’(u), 


erhält; und kann dann für Al(w), Al(w),, Al(w),. Al(w), die aus der Ent- 
wicklung der Ausdrücke 














Mh, Pr unt4 j u P' uam-+2 

r S |mFsyem FA) Namen? 2) \ 

(23.) pP" u 2m-+? j “ | Ak ud 
” 2m+1)(2m+ 2) P (2m +1)(2m +2) \ 


hervorgehenden Reihen nehmen. Dann ist 


























d’logal(u), __ d’logAllu), d’logAl(w) 
du? BR du? gi du? 
(24.) d’logal(u), __ d’logAl(u), _ d’logAl(u) 
du? Ze du? du? 
Alogal(u),, __ d’logAl(u), d*’logAl(u) 
du? ie du? en 


aus welchen Gleichungen man, mit Berücksichtigung des Umstandes. dafs in 
den Entwicklungen von 

Aa), All), All, 

Al(w) Alt) ° Alu) 
nach Potenzen von u die Coefficienten von «' und u' dieselben sein müssen 
wie in den Reihen (6) für al(w),, al(«),, al(u),, 


23) A 
erhält. Man sieht also, dafs man für al(w),, al(w),, al(u),. sobald nur 
feststeht, dafs sie eindeutige analytische Functionen von u, in dem oben 
angegebenen Sinne, sind, unmittelbar aus den Differential- Gleichungen, 
durch welche sie definirt werden, zu Darstellungen gelangen kann, die 
für alle Werthe von u ihre Gültigkeit behalten. 








44 * 
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Führt man die gefundenen Ausdrücke von al(w),, al(w),, al(w), in die 
Gleichungen (15— 21) ein, so verwandeln sich dieselben in die folgenden: 


Al(u) PA)  dAl(u) dAl(w) 





+ kA (u), =0 











du” du du | 
a eh AP) = 0 
A Sl A warn 











wobei zu bemerken ist, dafs in Folge der Relationen (5.) 

(27) Alu, =Al(w)— Al(u), Al’(u), = Al(u) — k’Al (u), 
ist. Berücksichtigt man nun, dafs die Reihen für Al(w) u. s. w. nach den 
Formeln (23.) die Gestalt 


Alu) = 14 A,W 4... 1A, u"... 
(28.) Al(w), = ut BW+t... + B Wet... 
Al(u), = 1-0, #4... +0, Wr... 


Al(w),; = 1+ DW"... +D, W"-.. 
haben, so ist ersichtlich, dafs die Gleichungen (26.) zur Bestimmung der 
Coefficienten dieser Reihen hinreichen, und dafs dieselben ganze Functionen 
von A’ mit rationalen Zahl- Coefficienten sind. 
Aus den Gleichungen (1 —5) folgt noch, wenn man 


al(a), — ==) m $ 




















setzt, 
(29) alu, =y1-#), alu, =yA— RP) 
und 
dal 
a — al(u),al(w); 
dal(u), __ 
ru — al(wu),al(%); 
(30.) dal(w). 3 
ru — k’al(u),al(w), 
du de 





— -Pyd—RP) 
Es sind also 
al(u), allu), allw); 











Be 
ET 
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die von Jacob: mit 


sin am u cos am u AIamu, 


und von @udermann mit 


snu ecnu dn u 


bezeichneten elliptischen Functionen. Nach der vorstehenden Darstellung is! 
man im Stande, nicht nur gleich im Eingange der Theorie von denselben 
eine allgemeine, gleichmäfsig auf alle reellen und imaginären Werthe des 
Arguments wie des Moduls sich erstreckende Definition zu geben, sondern 
sie auch sofort wirklich zu entwickeln, und zwar in einer stäts gültig blei- 
benden und den wahren aualytischen Charakter dieser Gröfsen klar hervor- 
treten lassenden Form. Dadurch ist aber für die weitere Theorie derselben 
eine sichere Grundlage gewonnen, und namentlich die Schwierigkeit beseitigt, 
welche bei dem gewöhnlichen Verfahren, wenn man sin ama vermittelst der 
Gleichung 





hei ’sin aın u dE 
2 -/ va-Fyyd—R®) 


definirt, aus der Vieldeutigkeit eines Integrals von dieser Form entspringt. 
Nachdem nämlich sin ama als eine eindeutige Function von « erkannt ist, hält 
es nicht schwer, den richtigen Sinn, in welchem die vorstehende Gleichung 
aufzufassen ist, festzustellen. Hierauf gehe ich aber hier nicht näher ein, in- 
dem dieser Gegenstand weiter unten für die Abel’schen Functionen überhaupt 
zur Sprache kommen mufs. Dagegen möge schon jetzt erwähnt werden, dafs 
von den Functionen Al(w) u.s. w. aus ein directer Weg zu den Jacobischen 
0 Functionen führt, sowie überhaupt zu allen Darstellungen der elliptischen 
Transcendenten, die auf deren periodischem Verhalten beruhen. 


Bei den Entwicklungen dieses $. habe ich, mit Rücksicht darauf, dals 
sie vorbereitend für die folgenden sein sollen, die für die Abel’schen Funelionen 
überhaupt gewonnenen und aus dem Abel’schen Theoreme hervorgehenden Er- 
gebnisse der bisherigen Untersuchungen vorausgesetzt. Es beruht aber die 
Anwendbarkeit des im vorhergehenden $. begründeten Entwicklungs-Verfah- 
rens auf die Differential- Gleichung 


wesentlich nur darauf, dafs vorher Zweierlei festgestellt sein mufs. Zunächst 
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ist zu zeigen, dafs sich für hinlänglich kleine Werthe von 

| I — a, ) ( —L I Be) 

} a,—ua | a,—a, ?? | a, — a, 
in Reihen von der unter (6.) aufgestellten Gestalt entwickeln lassen, und dann 
mufs die Möglichkeit nachgewiesen werden, Ausdrücke von der Form 











in denen p, 9, r, s ähnlich gestaltete, für alle Werthe von «, die ihrem ab- 
soluten Betrage nach eine willkührlich angenommene Gränze nicht übersteigen, 
convergirende Reihen sein sollen, in der Art zu bestimmen, dafs sie nach 
Potenzen von u entwickelt in jene drei Reihen übergehen. Denn dies reicht 
hin. um die Existenz eindeutiger analytischer Functionen al(x),, al(w),. al(z);, 
durch welche &= und yA(x) in der durch die Formeln (3, 4,5) angegebenen 
Weise ausgedrückt werden können, zu erweisen. Beides läfst sich nun in 
der That durch blofse Betrachtung der aufgestellten Differential-Gleichung 
in aller Strenge bewerkstelligen; und man kann daher, unmittelbar von 
dieser Gleichung aus, ohne irgend eine andere Eigenschaft der elliptischen 
Functionen als bekannt vorauszusetzen, und blofs mit Hülfe allgemeiner 
Entwicklungs-Principien, zu der hier gegebenen Darstellung dieser T'rans- 
cendenten gelangen. Ich kann jedoch dieses, wie es mir scheint, wichtige 
Ergebnifs hier nicht näher begründen, gedenke aber später darauf zurückzu- 
kommen, wenn es mir, was bisher noch nicht vollständig der Fall war, ge- 
lingen sollte, für die Adei’schen Functionen aller Ordnungen ein ähnliches 
Resultat zu erhalten. Es möge aber, da man bei den elliptischen Functionen 
so mancherlei Methoden versucht hat, erlaubt sein, bei dieser Gelegenheit noch 
ein anderes Verfahren anzudeuten, welches ich in einer bereits im Jahre 1840 
verfafsten Prüfungsarbeit zur Entwicklung derselben angewandt habe, und das 
mir so einfach und elementar zu sein scheint, als man nur wünschen kann. 


$. 9. 


Fortsetzung. 
Ausgehend von den Differential - Gleichungen 


u BE: IR; . Le d 2 
1) Zen e-K 2=—kn, 


welche, wenn man noch hinzufügt, dafs für v„=0, $=0, n—=1, {=1 























$ 
a 
F 
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sein sollen, zu den folgenden 
> Ben Mein net 
vi—S)yi—h’F) | 

führen, kann man $, 7, zunächst in der Form gewöhnlicher Potenzreihen 
BB) SFeutfWt., n_1l4+gW4t.-, b=1- h,W-4+--- (8. Gl. 6d. v.$.) 
entwickeln, deren Coefficienten ganze Functionen von A? sind. Es ist leicht 
nachzuweisen, dafs dieselben für alle Werthe von «, deren absoluter Betrag 
unter einer gewissen Gröfse U, deren genauere Kenntnifs nicht erforderlich 
ist, bleibt, unbedingt convergiren. Beschränkt man nun # zunächst auf diese 


Werthe, so stellen die Reihen eindeutige Functionen von « dar, die jetzt 





nach @udermann mit 
sn a en dnu 


bezeichnet werden mögen. 
Nun hat man die Formeln herzuleiten, vermittelst welcher. wenn 
u=v-w 
ist, 
sna, cn, din durch sno, cnv, dnv, snw, enw, dnw 
ausgedrückt werden können, nämlich 


sn» enw dnw-+ env dnv snw 











a A 1— k* sn?v sn’w 
(4.) ERITEAR env en w—snv dnv snw dnw 
1— k” sn’v sn’w 
dn v dnw— k*”snv cnv snw enw 
dns = a 


1— k” sn’ v sn’w 
wobei vorläufig v, v, w alle drei dem absoluten Betrage nach kleiner als U 


vorauszusetzen sind. Aus denselben übersieht man sofort, auch ohne die 
Rechnung auszuführen, dafs man, wenn »n» eine ganze posilive Zahl bedeutet. 


’ u u U ” . 
sna, ena, dn« rational durch sn(-), en(—), dn(-) ausdrücken kann. in 
der Form 
P 0 R 
Sg mu — dna = r% 


(9.) snu = R 


. U U U 
wo P, 0, R, S ganze Functionen von sn(-), en(“) und dn (=) bedeu- 
ten. Man kann ferner leicht nachweisen, dafs S und auch P’, 0°, R’ ganze 


. u . . . 
Functionen von sn’(-) sind, und dafs sie, als solche betrachtet, keinen ge- 
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£) 
Bi, 
% 
ki 
Er 


meinschaftlichen Factor haben. (S. Abel, Preeis etc. $.4, und @udermann, # 
Theor. d. Modular-F. $. 149.) Aus den Gleichungen : 
a cnudnuw, — —_ — sıu dnz, ade — — k’snucnu 
(6.) du du du 
| sn’a + en’u —1, k* sn’u-- dn’u — 1 
leitet man sodann die Ausdrücke für # ul u.s. w. ab (s. Gl. 15, 16, 17 i 














d.v. $.). und führt in dieselben P, Q, R, S ein, wodurch man 


x d? logP ey d’ logO | RR? d’logR | 10? -— + k’ P? 
(4) du PT 7 0: du? Tr ' „Bogen T S? 











erhält. Setzt man 


d’logP_ _P, d@loe0 ©, 
" Fa 


d@logR KR, dlogS _S 
a, du? I 


1 
du? R?’ du? ur’ 











dsn? —) 
. “ . . u F 
so ist zunächst S, eine ganze Function von sn(—-), indem S, - 
? 


du? ’ 
a 
d’sn” (=) 
m 


du 


dafs 





solche sind, und dann zeigen die vorstehenden Gleichungen (7.). 


PlogP dlogO d’logR 
fi =. nn A rationale, und daher P,, Q,, R, ganze Functio- 








of U . . . 
nen von sn’(—-) sind. Die Gleichungen 


P+S® 0O+R _RH+KMO: _S+k'P® 
pP: Pe 0° ar R? —. S? 











lehren dann, indem P’, 0°, R’, S’ keinen gemeinschaftlichen Factor haben, 
dafs in diesen Ausdrücken die Zähler durch die Nenner theilbar sind, und der 


Quotient eine ganze Function von sn’(-) ist. Die Kenntnifs des letztern ist 


nicht unumgänglich erforderlich; man findet aber, wenn man den Grad von 


P° und von S? bestimmt und dann von den Entwicklungen der Ausdrücke | 


d’logP* |, S® , d’logS? | AP 
Er zw on TE ET 5 nach steigenden und fallenden Potenzen von 





sn” (=) blofs die Anfangsglieder mit einander vergleicht, dafs derselbe ksn:(-) F 


ist. Man hat daher 
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ee 
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d’logP 1 nl e\ __ 
ur u 4 nn — k’sn (=) — 0 








’ d Ren? 
: a dl + . — ng = 
u en? « m 
(8.) 
d? ..., k’en’u sn?( ) nö 
du? dn’« BR 
d’logS 


+ Aksn’u — a 


or © 


Bildet man nun, ganz so wie im vorhergehenden $., die 4 Funclionen Al(w). 
Al(w),. Al(w),,. Al(w),. so dafs man 








2 12 
\ REM) po,  LbaAle) , A _ og, 
Em du sn’« 


(9.) 








JogA Al( (Wr | dn?« d’logAl(w), , k*’en’« 
2 4- - FE 0. 3 a —_ (0) 
du? en’ du? ' dn’« 


hat, so geben die Gleichungen (8.) 


/ 2 “ 
 d’logP d’logAl(u), _ m? u AO.) 
du? du? du 














du? du? du? 





u 
d’logO d’log Al(uw), a? aa Zu (5) 


(10.) z 
2 
d’logR d’logAl(u), ü ER Al) 


du? du? du? 








2 
logS _ ClogAlu)  ,; d*og AI) 
du? du? En du? 











Hieraus aber folgt, mit Rücksicht auf die ersten Glieder in den Reihen - Ent- 
wicklungen der vorkommenden Gröfsen, 








Alu), = Alr(“).P Alu, = Al): Q 
(11.) # j 
Alla), — Alm" (Z). R Al(u) — Al" (4). S, 
und somit (gemäfs 5) 
N Alu), __ Al(u), __ Alfu), 
8) ART: UT dnu = Tun) 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 4. 45 
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Al(w), Al(«), Al(w) 











A) 
Al(w), ERS. All), Al(«), 
( 13.) (5 (u) 7 Altx) Alle) 
Alu), ew k’Al(u), All), 
Er (u)/ Al (u) Al(w) du 


Alle diese Gleichungen sind zunächst nur unter der Voraussetzung er- 
wiesen, dafs # dem absoluten Betrage nach kleiner als U sei, weil ja nur für 
solche Werthe des Arguments die Functionen sn, ena, dn« bis jetzt definirt 


. “ . ° 12 2 U 
sind. Aber P, 0, R, S sind ganze Functionen von sn(--), en —), dn(— ı 
ee | 


und können daher nach Potenzen von x in Reihen entwickelt werden, welche 
convergiren,. sobald der absolute Werth von « kleiner als mÜ ist. Für die 
Werthe, die dem absoluten Betrage nach kleiner als U sind, convergirt ferner 
auch die Reihe, welche aus der für (—%A’sn’«) durch zweimalige Integration 
hervorgeht, und die in dem Ausdrucke von Al(«), der im vorhergehenden $. 
unter Nr. (23.) gegeben ist, den Exponenten von e bildet. Da nun die Ex- 
ponenlial-Reihe eine beständig convergirende ist, so mufs die für Al(«) her- 
vorgehende Reihe jedenfalls für die genannten Werthe von w convergiren. 


Die für Al“), und somit auch die für Al”” (=) mufs es also, sobald der 
m m 


absolute Betrag von a kleiner als mÜ ist, und die Gleichungen (11.) lehren 
sodann, dafs die Reihen für Al(w),, Al(x), Al(x);, Al() ebenfalls für diese 
Werthe von noch convergent sind. Daraus folgt unmittelbar, dafs diese 
letzteren Reihen beständig convergiren müssen, indem einerseits mÜU beliebig 
srofs gemacht werden kann, und anderseits die Coefficienten der genannten 
Reihen in keinerlei Weise von »» abhangen. Nach der in $.4. in Betreff der 
dort mit Fun, ...), @ (us ...), Flu....), @(u,...) bezeichneten Functionen 
gemachten Bemerkung gelten daher die Gleichungen (13.) jetzt für alle Werthe 
von a4; und wenn man nunmehr sn, en, dn« allgemein durch die Glei- 
chungen (12.) definirt, so genügen dieselben nicht nur den Differential- 
Gleichungen 


ddnu 


dsnu denw 
——  — — snudnau, z — — k’snuenu, 


— enudnu, ei 








du 


sondern es haben für dieselben, die für hinlänglich kleine Werthe von x (in 
Folge der Gleichungen (11,5)) mit den ursprünglich so bezeichneten und 
durch die Reihen (3.) dargestellten übereinstimmen, auch alle übrigen im 
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Vorhergehenden entwickelten Gleichungen (namentlich Nr. 4. 6, 9) unbedingte 
Gültigkeit. 

Verfährt man auf die im Vorstehenden angegebene Weise, so braucht 
man, um zur Entwicklung der elliptischen Functionen zu gelangen, nur einige 
wenige, auf die Convergenz der gewöhnlichen Potenz-Reihen sich bezichen- 
den und sehr einfach zu erweisenden Sälze vorauszuseizen. (S. die mehrfach 
angeführte Abhandlung über die Facultäten, $. 7.) Dagegen sind die Formeln, 


u 2 u n 
welche sn, en«a, dna durch sn(“-), en(—), dn (--) auszudrücken lehren. 


etwas genauer zu untersuchen, als sich dies bei den analogen, für die Abel’- 
schen Functionen geltenden füglich ausführen läfst. Aus diesem Grunde suchte 
ich die Ableitung der Functionen Al(«) u. s. w. aus den ursprünglichen -Dil- 
ferential- Gleichungen von aller speciell auf den betrachteten Einzelfall sich 
beziehenden Rechnung möglichst frei zu machen, und kam so auf die im vor- 
hergehenden $. befo!gte Methode, deren allgemeinere Anwendbarkeit sich 
deutlich genug herausstellt. 


$. 10. 
Fortselzung. 

Die Bestimmung der Coefficienten in den Reihen-Entwicklungen von 
Al(«) u. s. w. mit Hülfe der Gleichungen ($. 7, 26 oder 22, 23) ist zwar 
ausführbar, aber beschwerlich. Obgleich man nun wohl niemals zur nwneri- 
schen Berechnung einer ellipliischen Function sich dieser Reihen bedienen 
wird, so ist es doch nicht ohne Interesse, dafs es zur wirklichen Darstellung 
derselben noch einen andern, die Rechnung ungemein erleichternden Weg 
giebt. Jacob: hat nämlich zur Bestimmung der im vorhergehenden $. mit P, 
0, R, S bezeichneten Gröfsen eine lineare Differential- Gleichung gegeben. 


. . (2 . . » 
in der dieselben aufser nach sn(--) oder x, auch noch in Beziehung auf den 
m. 


Modul % differentiirt erscheinen. Da nun die angeführten Ausdrücke für m—=x, 
nach den Formeln (11.) des v. $.. in Al(«x),. Al(w), Al(w);,. Al(x) über- 
gehen, so mufs es auch ähnliche partielle Differential- Gleichungen für diese 
Functionen geben. Man kann dieselben in einfacher Weise aus den obigen 
Gleichungen (18— 21.) herleiten, und sie dann selbst wieder benutzen, um 
die erwähnten Gleichungen Jacob?’s aus den unter Nr. 8. des v. $. aufge- 
stellten herzuleiten (so wie auch die analogen, welche zur Bestimmung der 
Zähler und des Nenners in den Transformations-Formeln dienen und ebenfalls 
45 * 
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von Jacob? ohne Beweis mitgetheilt sind). Auch dieses habe ich in der er- 
wähnten Arbeit ausgeführt; ich begnüge mich aber hier, nur die Ableitung 
der für Al(a) u. s. w. geltenden partiellen Differential- Gleichungen selbst zu 
geben, und zwar aus dem Grunde, weil das Verfahren, gegebene Differential- 
Gleichungen nach einer darin vorkommenden Constanten zu differentüren, 
und durch Combinationen der so erhaltenen mit den ursprünglichen an- 
dere Gleichungen zu ermitteln, welche für die Reihen- Entwicklung der 
zu bestimmenden Gröfsen eine geeignetere Form haben, einer weitern An- 
wendbarkeit fähig sein dürfte. 
Es werde 








Alu) =; Aku,=r, Al(u)=s, om; 
geselzt, so hat man ($. 8, 30) 
(1.) (=) = 1-HA-R)=1- HH, =: — — (145420? 


Differentiirt man jetzt diese Gleichung, indem man &, sowie p, q, r, s als 
Functionen von a und % betrachtet, in Beziehung auf A, so erhält man 





BE 9E- 2 a, O8 2 ER) 
Zu zwen = HAAHR RR-: 
N 
ou Ouck Ok u KEN—) 

„(88 . & 
RE BE 1) 
ou set, 1— KK’ 2 k 1— k?&° 


Nach ($. 8, 17) hat man aber, indem al’(x);, = 1— A*&° ist 
 I—# ö’logs , 1—k? 














‚logi—h’E) wi DE — 
2 all. k:5 1 1-1 an ou? 1 1, 
oder 
„(alogs ‚logai—h’E?) _ 
iM aM +3 ou L u) 
rk ou 


Multiplieirt man daher die zweitvorhergehende Gleichung noch mit k(1—%°), 
und integrirt in Beziehung auf x, so kommt 


12) &,0&  Ologs  ,‚OAlogi—k’i) Bu 


kA— ’ok° Du N 7 ou 








0 nor 
oder wenn man mit 2 multiplieirt, indem 

















N 


IRRE 
Be 











19. Weierstra[s, Theorie der Abel’schen Funetionen. 353 





‚Olelamb) 0.5 FON 
3 ou u Ir ER () = KSi1—5) 


ist, 





ee er R Ologs oE 
I RE  (But)d 


Diese Gleichung- multiplicire man mit AA?&, so folgt, weil ($. 8, 18) 


ee; Der a 


(2) kA—R 



































ou’ 
und daher 
EI __ o’logs es 8 ® _ _ ’logs 
sa: A Bei Fe du 
ist, 
—_ge\ Qlogs 204 Img: 909logs O’logs | pe a 
2k (1 K) Sr want ku +2 rue er +4K — ak — 0, 
oder da 
Ologs 
LG = 
akut — > BA" 2. I 
„(dien 
9 Qlogs ‚O’logs ca ni _9 241 
' "Wer ou? 
N 
er _ 2m 
ist, 





a DELERENT esg er) 
u u +4 1)? —6K*5 — (0 





ou? 
Aber 
o*logs 5 oE P 2 2\ £ 4c4 
= a — 26° (Z2) — - RAR AR)R ht, 


und man kann daher die vorstehende Gleichung zweimal in Beziehung auf « 
integriren, wodurch man 


1) er 1— k?) N ru Se} 5} A| Ku: a 


erhält. Durch Betrachtung der ersten Glieder in der Reihen-Entwicklung von 
s überzeugt man sich, dafs bei keiner dieser Integrationen eine Constante hin- 
zuzufügen ist. Multiplicirtt man nun die vorstehende Gleichung noch mit s, 
so ergiebt sich die folgende lineare partielle Differential-Gleichung für s 
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O’s 
(4.) ou? 





ö 
u + 2k(1— RT Rus — 0 


Setzt man nun in (2.) ——-, so ergiebt sich 


rn PR. 08 BE Os 
"ah Ph 2 1 „Os 2 du 2 pP „pP Bil?, 
EU ET green 








oder wenn man mit 2p»s° Be 


ps’ (28° ze} 2k(1— k EN sp (2Ru2 U + 2k( 1 — DE 


ah 
9, 09P., 98 2f 08 2 2.2 u 
—-2ps Fu Im — 2» (=) — 2k ps 2kp — 0 


Aus der Gleichung 6 aber folgt 


2 ee) | 2; rn. ös 4 212.2 2 4 
>) + _ — "— (1+K)ps®-+Kkn 
n e Nu du du Ark)pe kp, 
und man erhält daher, wenn man vermittelst dieser Gleichung aus der vor- 


os Bee 
hergehenden das Glied (pr Fran —_) eliminirt, 


ps (2R u PR 4 21 — Rz fr 1— „_ un _,' 
BE Geraden (=) = 


Aber ($. 8,26) () — = 48°, =) == 8 .: Rp’; daher verwandelt 


ou 





sich die vorstehende Gleichung in die folgende: 


0° op OÖ se 


ou” +4—KR)p) 
s % s 0, 08 
u dia an), 


woraus wegen der 4ten 


a DR T d-PEA4A-R+RU)p — 0 


ou” 


eb | 


+ 2a + 2k— Ar) 


(5.) 


folgt. Ferner hat man ($.8,27) ®=p’-4°, woraus sich 





08 op os 
Be at an PaR+gSt, 


6) 
dr, +) = AR Pit +2) 79 + (22) 

















au Zu 1 sa N a En ae Zu mann I ta 





14 
3 
4 
Ü 
E 
% 
3 
2 
“x 
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iindet, und da, wenn man in der dritten dieser 
op op °q og 
(Fe) = — Pau + 5) = 44 Ir Er 


7° e 
&) er st kp 
setzt, sich 
„ o’p > 0% . 
Pati MpP+gzetr 
ergiebt, 





(Zu + 2Ru HR) SE Rus) 
2. op 21 122.2 
— p(2} - u ET Te u 32 tar tRu)p) 


+4 (54 ul 1 2Rd— RR) E; Ku)g); 


woraus mit Rücksicht auf (4, 5) 


(6) Ua 5 + AA) RU)g — 











folgt. 
Endlich ist 
8 — A pP r? 
2 2y er BE... pt 
TER BET . ee Au - + fr 
a Rp Er) op 
+ ) Be Pat rn 7 a +5): 
oder weil 
TER 2 2 Op O’r wi “r 
( )= - rAp 2) = (F) = au atrke— kp, 





Ö”s Os 2 2 
(tut RAT + Rus) 
2 0° u 2 2 
— Rp (at Ru + 2Ra— + AR H+Rup) 


+ ( + 2hu THAI RU), 


woraus 
7) Zr2ru 12a RiRa)r — 
; ou? ou ( )- ok + Krku)r 


folgt. Mit Hülfe dieser Gleichungen (4—7), die hier nun noch einmal zu- 
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sammengestellt werden mögen: 


























u) 1 en FIN u) ie + Ru? Al(u) — 0 

ru + RA RAN 1 AR) Alu), — 0 
rat ze 2äl ; 2k1- „le + a4 Ku) Alu), — 0 

re + ru 4 28 1) FAR 1 RR) Alu), — 


lassen sich nunmehr die Reihen für Al(w), Al(w),, Al(w),, Al(z), ohne Mühe 
entwickeln. wobei man noch mit Vortheil die leicht zu erweisenden Relationen 


Allku, —) =kAlu,k),  Allku,) — Allu,k), 


* 
(9.) 


1 
Allku,—) = Alk),  Allku,—) — Alu, k) 
benutzen kann. Die Resultate der leicht auszuführenden Rechnung sind folgende. 


Es seien m, n ganze Zahlen, die unabhängig von einander alle Werthe 
von O bis + so zu durchlaufen haben, so ist 





yerm+2n+4 | 


Al (u) =1— s(-1 Pre en j 











(2m-+2n+4)! 
(10.) u tee Em | 
Al(u), = 1— Si(-1 Pi at 
Alu, —1—SI-1)"tre, „Kar. Er rat 
In diesen Formeln ist mit n! das Product (1.2...n) bezeichnet, und 
; 0; m 


sind ganze Zahlen, welche vermittelst der folgenden Recursions- Formeln zu 
berechnen sind: 


An, Br — (4m- -4) ‚Ay, n—1 Tr (2n-+4)a-ı „— (2m+ 2n-+1)(2m+2n-+2)a.-.ı, n—1 
11.) < dm. = (Am 1 dur (Ant 1)bn-,n—(2m+2n —2)2m+2n— 1)bn-ın-: 
Inn = (4m-+-1) Em | -- (4n +4)C„-1,. —(2m+2n— 1) (2m-+2n) Cm-1,1-1 


Beim Gebrauche dieser Formeln hat man 


AR, er 1. Ce, = 1, a u=R, 6,01 
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zu setzen, so wie jedem Coefficienten, bei dem einer der Indices negaliv wird. 
den Werth Null beizulegen. Ferner mufs in der ersten m-+n>>0, eben so 
in der zweiten, und in der dritten m+n>>1 sein. Auch is! 


Un, are Ay, m bu. ae b,, m 


Da es nützlich sein kann, die Reihen für Al(w) u. s. w. in einer Anzahl von 

Gliedern wirklich dargestellt zu haben, so mögen hier noch für die 10 ersten 

Coefficienten derselben die vollständig berechneten Ausdrücke Platz finden. 
Aa) AI At A HN A 

—2k' 

;, =8(k’-{k) 

4, = 32 (k’ + k’)-+68%* 

4, = 128 (k’- k?) + 480 (k*-- k°) 

4, = 512 (k’ + k') 3008 (k* + k°) + 5400 A° 

A. — 2048 (k?-- k")-- 17408 (A* + kV) 449568 (AP + AP) 

4 

4A 


in De 


; = 8192 (R + K")--95232 (k* 4 k)+ 395520 4° 1 k") + 603376%° 
„ = 32768 (R’-1-K'6)+499712(k’--K') +2853888(4°-1.K?) 5668096 (A’-I.K!") 
Ay — 131072 (k? + k®) 4 2539520 (A*+ %"°) 4 19097600 (k’ + Kk") 
+ 38153728 (4° k") 4 42090784K"" 


uU, S. W. 
Al, =u—B4+B —..+(-1"B, mn E 
B, —1-4k 
B, 1-4 K14R 
B, =14K19(R LM) 
B, =14R-16(R 1%) — 6k' 
B, =1-4 KV 125 (RL) — 494 (kt, 
B, —1-4Kk2 1 36(R?-1.K) — 5781 (kY 4 4°) — 121844 
B. 1-4 K*149(R 4 K®) 55173 (kt kN") — 179605 (kb -1-K®) 
B, —1-K° 4 64(R? 1.K") 502892 (k*1.K?) 2279488 (kÖ--K") —3547930%° 
B, =1+K® +81 (RR? 4%) — 4537500 (k’-1 K*) — 27198588 (k° 1 k%) 


— 59331498 (k°-1- K) 
B „= 1 k” -- 100(%° + %') — 40856715 (k* + &'%) — 313180080 (A°+%'*) 
909015270 (A° + k'*) — 12785308564" 
u. S. W. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. Lil. Heft 4. 46 
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Ally, = 1—T, = +0, — — (tl, u .. 
CG =1 
G, —1-+2% 
GG =1+66’- 8% 
C, — 1-1 12% 1 606° -1- 326° 


C; — 14-20%? 4 348K* 1 448%° 1. 128%° 
C, — 1-- 30%’ + 2372%* -1- 460065 -1- 288065 -1 5126" 
©; — 14426’ 4 19308%* 1 51816%° + 450244°1- 168966" | 20486": 
© — 14 56%? + 169320%* 1 628064%° 1 757264%° 1 3TOIAAR! 
+ 93184K"? 4 8192K" 
C, — 1724 4 1515368%*-1-7594592%° 4 12998928%° 1 9100288%"" 
1 2725888%" -1- 4915204" 132768" 
Cu 1-- 90%’ -} 13623480K* -89348080%° -1-211064400%° -1- 219361824%"" 
- 100242944k” 4 184504324" -- 25067524" 1- 131072" 


u 
CR DER, Bo Bi .(-1"D, 
au el A in TE Dar 

DD =# 


D, — 2k' -- k' 
— SR? 6kt-I.K 
D, — 3U 1-60%*-1-12KÖ 1. k° 
D, — 128%? -- 448K* + 348%’ 4- 206° -1- K 
D, — 512%’ + 2880K* +- 4600K° -- 237215 4-30K" 1 Kt 
D- — 2048? -- 16896%* -- 45024%° | 51816%° 1 19308K" 4-42 4 Kr 
D, = 8192R? -- 931844* 1- 37094449 4 7572644° 6280644" 
11693206" 4 56Kt 1 Are 
D, — 32768K’ + 4915204* 1 2725888%° 4 9100288%° + 12998928%"" 
1- 7594592%" 4 15153684" -1- 724104. A 
D,,— 131072% 1 25067524* 1 18450432%° -1- 1002429444° -1- 219361824K"" 
+ 211064400%" 4- 89348080%"* -- 136234804" -- 90%" 11 


u. S. W. 


Ordnet man diese Ausdrücke von Al(w) u. s. w. nach Potenzen von 
Ak, so erscheinen die Goefficienten als unendliche Reihen, die sich aber sum- 
miren lassen. 
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$. 11. 


Uebergang zu den Jacobi’schen Reihen 
Nunmehr möge gezeigt werden. wie man von den Functionen Al’. 
Al(w),. Al(u),. Al(w), aus zu den unendlichen Reihen gelangen kann. durch 
welche Jacob: die elliptischen Functionen auszudrücken gelehrt hat. Dabei 
nehme ich jedoch an. dafs der absolute Betrag des Moduls Ak kleiner als Eins 
sei. was erlaubt ist. weil man vermittelst der Formeln 


1 1 
Allku, —) = Alf, k) Allku, ) — Al(u, k), 


Allku, -) = kAluk),  Allku, —) — Alla, h 


jede der 4 genannten Functionen. wenn der absolute Betrag des Moduls die 


Einheit übersteigt. auf eine andere zurückführen kann, bei welcher derselbe 
kleiner als 1 ist. 
Es werde nun, unter dieser, Voraussetzung. 


2 dE P Er de eh‘ 
(1.) J a-Bva=rs ” a rer; m. 


gesetzt. wobei. um diesen Integralen eine ganz bestimmte Bedeutung zu geben. 
festgestellt werden möge. es solle bei beiden Integrationen für (1 — k”E) 
der- durch die Reihe 








+ Bu 


Th 


ch 








) =) 
l BE mn 
1 D) be) 


gegebene Werth dieser en und bei der ersten 








)r a a2 1 i 1.3 eb 
y(1 —&) —_— 1— 45 24 em u 5 Ne 
so wie bei der zweiten 
‘ ei -? 1 oL& 1-3 -- 
3 BR an = L ENDE ER 5 — un r 
rer ge 


genommen werden. Dann erhält man, wenn man die Reihe 








1.3.. eh Zt En 
1+(z ) A: - +23 ya +. =. JR" +. mit 8, 
und die Summe ihrer De ersten Glieder 
' E\ 2 4 1: 3. ni %, N 
14(z) h if + IT —)k' mit R 
bezeichnet. 


46 * 
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> Bi 
RE 
| 2 


2,6 
3.4 KR) ER) — a 


K' — Rlog(2)— (8-1) — 


und es ergeben sich die folgenden Gleichungen 


| ee, en(K)—0 dn(K)=%)' 
er | sn K-iK)=- en(K—iK'))— ni dn(K—1:K') — 0, 
in denen 
4) K=- WU-M)=1-4R- IR. 


st. 

Die Herleitung derselben, so wie auch die Entwicklung der Reihen für 
K und A’, mufs bei dem hier eingeschlagenen Wege, die Theorie der ellipti- 
schen Functionen zu begründen, in einer etwas andern als der gewöhnlichen 
Weise geschehen. Doch gehe ich hierauf nicht-näher ein, sondern verweise 
auf das folgende Kapitel, wo man alles, was hier zu bemerken wäre, in 
den daselbst anzustellenden allgemeinern Untersuchungen gehörig erörtert fin- 
den wird. 


Die Formeln für sn(«+v), en(#+v), dn(w+v) führen sodann, wenn 
ma o—K, und e—= K-—:K'’ setzt, zu den Relationen 












































nn 
(um dn u sn(u— K)= dn« 
(9.) en (u -- RE on ROSE) SUR... 
- 7 dne \ ae 
d / K k' d K ) 
ei 7 nu— A)— —— 
nut. K—-iK')— => sn(u— K-iK'))— — dn u 
| kenn kenn 
(6) \enw+ K-ik')= enw— K-+iK')— 
| kenu Eonu 
wi __ ik’ sn u zn __ ih'snu 
dnw+K—ı:K')— na dn(w— K-:K ) 


Und wenn man in diesen letztern Formeln v— K, sowie auch u+K für u 
setzt, so erhält man 





N 2 ES NEE U RE LERNTEN DEHER TE CE 
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1 
ksnu 





sn(u+:K')— 


—idnu 
snu 


dn(u-+:K') PR —ienu 


snu 


(7.) en(u-+iK’) = 








Aus (5, 7) folgt nun 
sn(u+K)= —snuw— K) 
(8.) en(u-K)=—cnuw—K) 
dn(u+ K)—=dn(uw— K) 
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| 


sn(u—:K') Rn ksnu 





.dnu 


en(u— :K') — 
sn u 





ienu 





dn(u—:K') — 


sn“ 


sn (u+2K')—=sn(u—:K') 
en(u-+:K')— —cn(u—iK') 
dn(u+:K')—= — dn(w—iK'). 


und hieraus, indem man u+K und u-+:K’ für u setzt, 


sn(u+2K)—= — snu 
(9). en(u+2K) = — cnu 
dn(u-+-2K) = dnu 


sn (u- UK’) = snu 
en (u+ RK’) — —cnu 
dn(u--%K’) — — dnu 


Diese Gleichungen führen endlich zu den folgenden allgemeinern. in denen 


m. n beliebige ganze Zahlen bedeuten: 


sn(u+2mk-+2nK') 
en(u+2mK-+2mK') 


(10.) 


| 


(-1)" sn u 


(—1)"t"enu 


| 


dn(u+2mA-+ 2 K') — (-1)"dnu 


Man hat ferner, wenn man 








mit Al’(%) bezeichnet, 


— — k'sn’udu, 


KrErdE 





d Al(w) 
du 
Alu) __ 
(11.) em 
oder wenn 

= snu, 

Alu) __ 

(12.) Al, ı= 


Wird daher 
h’£’dE 





- va—-HyAa—r®) 


h’E’dE 





T3 
Er J rar SI Tee" 


gesetzt, mit der Bestimmung, dafs bei jeder dieser Integrationen & und die 


a 
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Wurzelgrölsen dieselben Werthe durchlaufen sollen. wie bei der enisprechen- 
den. durch welche man beziehl. KÄ oder Ä’ findet; so ergiebt sich 

















AV(K) Al(K—iK') ei 
(14.) AUK) = —J AIK-IEN — —J-:J 
Aus den Gleichungen (11, 8) aber folgt 
At) _ Ar) 
Allutk) — Alu—K)' 
und daheı 
Al(urk) _ Altu—K) ,. C 
Allu+k)  Alu—k) ' 


wo € eine von u unabhängige Gröfse bedeutet. Indem man «= 0 nimmt. 
und bemerkt. dafs Al(«=) eine gerade, Al’(w) aber eine ungerade Function 
von ist. findet sich 


EL Al(A) A/(—A) 
7 Al(—K) TAIUK) 
Setzt man nun in der vorhergehenden Gleichung «+ A für a, so ergiebt sich 
. Al(u+?2K) _ Al’(w) 
(15.) Alut2K) Alu) 
In ganz ähnlicher Weise findet sich 


i Al(u+2K—2Kk') _ Alu) ein 
(16.) . eraK ar) Ale ad 


Und wenn man in dieser Gleichung #u--2%K’ an die Stelle von u setzt. so 


Al(A) BE 





2J 








kommt 


.. Alu+tzih') _ Alle) 9:7 
(4) Allu+&iht) Mer: 


worauf man dann aus (15, 17) die allgemeinere Relation 


Al (u+2mÄ+2nK') Al(u) , 2° 
= Una EEE ‚(GE ’ + 
(18.) Te L2mk tk) A) and + and 








herleiten kann. 

Jetzt werde zur Abkürzung 
mA-+nK' 
m/ + nJ' 
geselzi. Dann folgt aus der vorstehenden Gleichung 


Al(u+2w) = Ü.e”’" Allw), 


127 


| 


(19.) 


\ 


N 


wo C eine Constante bedeutet. Zur Bestimmung derselben setze man u—= — w, 














3: 
} 
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so findet sich 
Al(o) = Ce”® All — w) = Ce” Al(w). 


und daher, wofern nicht Al(w) =0 ist, Ü=e””"*. Es wird aber, wie aus 


der Gleichung 
d’log Al(w«) 


En — — ksn’u 





folgt, Al(w) nur dann = 0, wenn snw== x ist; was. wie die Formeln 
(7, 10) lehren, nur der Fall ist, wenn für m eine gerade und für n eine 
ungerade Zahl angenommen wird. Dann aber ist, wie die Gleichung 





d’logAllu), A 
da 7 sn’ 
zeigt, Al(w), nicht = 0; und da man. nach (10.). jetzt sn (u -- 2w) == sn“ 


hat, und somit aus der vorstehenden Gleichung für Al(u -+ 2) 
Alu -+2w), = (er Al(u), 


folgt, so findet sich jelzt, wenn man wieder u = —w setzt, Ü= —e "". 
Demgemäls hat man 
Al(u+2w) = tet) Alu). 


in welcher Gleichung das untere Zeichen gilt, wenn m gerade und gleich- 
zeitig n ungerade, oder wenn das Product (m- 1)n ungerade ist. Daher 


Al(u--2w) — (—1)@tDng-r@to) Alla) 


Verbindet man nun mit dieser Gleichung die unter (10.) aufgestellten. so 
ergeben sich für die Functionen Al(w), Al(w),. Al(w),. Al(w), folgende Re- 


lationen: 


\ 


Li y ma+n enlutrw) Al (w) 
J 


\ 


Al(u +2) 

Al(u--2o), (1 jentm+n 27040) Alla), 
(20.) Al(u- 2w), (1) "tr ein +®) Al(w), 

Al(u-+2w), = (-1)"er’7@te) Al(u), 


\ 


j 


Diese Gleichungen sprechen charakteristische Eigenschaften der Functionen 
Al(u) u. s. w. aus, und führen in einfacher Weise zur Darstellung derselben 
durch die Jacob?’schen Reihen. Dabei ist die bekannte unter den Gröfsen 
K, K', J, J' statt findende Relation von wesentlicher Bedeutung. die man 
aus den vorhergehenden Formeln folgendermafsen erhält. 








” 
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Aus (20.) folgt 
Al(u+2K), = e’UWR Alu), 
Al(u+-aK'), = et) Alu), 
Setzt man in der ersten dieser Gleichungen «-+2%K’, und in der andern 
u-2K für u, so kommt 
Al(u+2K-+2%K'), e WR) Aly+aK'), 

e?) (ur2iK'+K)—2iJ'(u+iK‘) Al (u); 
ee tu+2K+iK‘) A] (u 4 2K), 


han?“ ei tu+2K+iK)—2/(u+K) A] (u); 


\ 


Al(u+2K+2&K'), 


Folglich mufs 
Ki rd 


er KI'-JIKN): 


| 


d. h. es mulfs 


KJ'—JK' — uZ 





sein. wo « eine ganze Zahl bedeutet. Nun aber erhält man, wenn man die 
Gröfsen J, J' in ähnlicher Weise wie K, K’ in Reihen entwickelt 


AN 


(21.) r . i | 
(J' = eg +1-3-W-57 I- WM - 77 I---- 








wo 
R u u22 ar us 
I -HHGICHEH HIER H 
FR vw 

3er, >= 4R4rrlZ)a ee 

° Ri 2-3 703: 
- un  Re* WR 4 En 2n—2 
3, = 464 (zZ) k Tr a7 98 








2n—1 /1.3...(2n —3)\N >, 
r4 2n nk 
ist: und man hat daher 
ern 2K AN | 
K' — —log(7)+ 
Glieder, welche für k=0 verschwinden. 
’ 2J 4 
rk 1+1og(—)+ 


Substituirt man diese Ansdrücke in die vorstehende Gleichung, so findet sich, 














ER AT Er 


BB RI ; 
a Fee 
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dafs «==1 ist. Mithin hat man 


22) KY-JK' = ZI, 


aus welcher Gleichung sich, wenn man 


o — mkK-+nmK' n = mJ --mJ' 
w' —— m'’A-niK' 7 BER m’) + n2)' 
setzt, und nun unter m, n, m’, n’ ganz willkührliche Gröfsen versteht. die 
allgemeinere 
1. 
(23) on — rw — (mn! — nm‘) Z-? 
ergiebt. 
$. 12. 
Fortsetzung. 


Man bezeichne jetzt mit F'(w) irgend eine der Functionen Al(w). 
Al(u),, Al(w),. Al(w),, so hat man nach dem Vorhergehenden, wenn m, n 
zwei beliebige ganze Zahlen bedeuten, und 

mAÄ+mK’— w m/tnJ = n 
gesetzt wird, 
F(u+20) = e"Wtotrni (u), 
wo m für jede Function durch die Formeln (20.) bestimmt ist. Diese Gleichung 


läfst sich folgendermafsen darstellen: 
nu? matt 


Lurup mi mi _ mi 
TEN Fat 20)— er Flo), 


und zeigt dann, dafs 


„AR 
e” w Fu) 
eine perzodische Function von w ist. Nun gilt aber folgender allgemeiner Satz: 
Eine eindeutige periodische Function einer unbeschränkt veränder- 
lıchen Gröfse u läfst sich, mag nun die Periode, die durch «a be- 
zeichnet werde, reell oder imaginär sein, wenn sie zugleich den 
Charakter einer ganzen rationalen Function — in dem oben erklär- 
ten Sinne des Worts — besitzt, stäls, und zwar nur auf eine 
einzige Weise, durch eine für jeden Werth von u convergirende 


Reihe von der Form 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 4. 47 
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darstellen, wo der Zeiger v, auf den sich das Summenzeichen be- 
z2eht, die Reihe der ganzen Zahlen von — © bis + x zu durch- 
laufen hat, und die Coefficienten A, von u unabhängig sind. 

Zum Beweise werde die Function, in welche die in Rede stehende 


durch die Substitution 
d 


u = —D 
2arı 


übergeht, mit f(v) bezeichnet, so hat man 


fv-+2n) = f(v) 
= t+sı, 


und versteht unter /, s reelle Gröfsen, so hat man nach dem Fourier’schen 
Satze, indem f(£-+s2) eine continuirliche Function von £, s ist, welche in 


Beziehung auf / die Periode 2 besitzt, 
Zni.fit+si) = EB,e", 


Setzt man nun 


Wü 


B, = Sre+ si)e”" dt 


ist. Zugleich weils man, dafs sich f(£+se) auf keine andere Weise in dieser 
Form darstellen läfst. Nun ist aber nicht nur f(£--sö) eine continuirliche 
Function von £, s, sondern auch, nach dem, was hinsichtlich des analytischen 
Charakters von f(v) angenommen worden ist, 


oftrs) „ ga Orts) bu ‚oft ts 
ot ös Wi ot 











V 





Rn . 6) En . : ' 
Mithin müssen auch 3, und continuirliche Functionen von s sein. und 


os 
man hat daher 


rg geh of mann ertt+sdidk 
Go 





= = /. Terer +rvfit+ si)) ertti 





Aber 








gr ro flt+ si) er tt gg 


rd flt+ si) ert+Di 
Os / ; 


ot 


a7 0 
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indem f(/+ s)e”+"# für 2=0 und = 2n denselben Werth hat. Daher is! 


0. B, ers 
Bir "u llhie 


d. h. der Werth von B,e*‘ ist unabhängig von s, und bleibt, weil 3, eine 
eontinuirliche Function dieser Gröfse ist. für jeden Werth von s derselbe. 
Bezeichnet man ihn durch 2% A,, wo man dann, indem s—(0 genommen wird. 


mA,— / raye" dt 


erhält, so ist 
B, = 2m A,e”‘, 


und es ergiebt sich | 
ft+s) = ZA,ett" 


für alle Werthe von /, s, oder 
fw) = ZA,e" 


2rıu 


für jeden complexen Werth von v, woraus, wenn man Br für © setzt. die 


angegebene Reihe für die ursprüngliche Function sich unmittelbar ergiebt *). 
Uebrigens ist leicht zu zeigen, dafs sich eine Reihe von der betrach- 
teten Form, wenn sie für jeden Werth von % convergirt, immer in eine andere 


von der Gestalt 
Zi 4,wW \, 
v=(...00 
die ebenfalls beständig convergent ist, unmwandeln läfst; woraus erhellt, 
dafs der bewiesene Satz eben nur dann gilt, wenn die Function. um die es 


sich handelt, den Charakter einer ganzen rationalen hat. 


2rrur 
*) Setzt man e “ = .r, so gehören zu jedem Werthe von x zwar unendlich 
viele von «, für die aber, da sie sich nur um ein Vielfaches von « unterscheiden, die 
betrachtete Function denselben Werth hat. Man kann daher die letztere als eine ein- 
deutige Function von .r ansehn, die durch g(x) bezeichnet werden möge. Dann ist 


op) . dam 's un > 
leicht zu zeigen, dafs nicht nur £ (a), sondern auch en sich continuirlich mit x ändert, 
x 
ohne jemals unendlich grofs zu werden, sobald man nur für den absoluten Betrag von « 
irgend eine, wenn auch noch so kleine Gränze festsetzt, oberhalb welcher er bleiben soll. 
Dies reicht aber, nach einem von Cauchy gegebenen Theorem hin, um nachzuweisen, 
dafs sich g(x) durch eine für jeden Werth von x, der nicht Null ist, convergirende 


Reihe 





A 7 
v=—X..400 
darstellen läfst; woraus der aufgestellte Satz unmittelbar folgt. Ich habe es aber hier 
vorgezogen, denselben aus dem Fourier’schen abzuleiten. 
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Hiernach läfst sich 


nu? mni 


u WE 
e Fu) 


in eine beständig convergirende Reihe 


yrui 


A.e 


v 





>) 


v 








entwickeln, und es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Coefficienten 
derselben. Dazu gelangt man auf folgende Weise. Man darf unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen, dafs m, n keinen gemeinschaftlichen Factor haben. 
Dann kann man zwei andere ganze Zahlen m’, n’ dergestalt bestimmen, dafs 


mn’ — nm’ —= 1 


ist, und es gelten, wenn man mit ©’, n', m’ die Gröfsen bezeichnet, in welche 
o, n, m übergehn, indem m’, n’ an die Stelle von m, n treten, für F'(w) die 


beiden Gleichungen 
F(u-2w) gs nlu+@) mai F (u) 


F(u--.20') — e” 27 (u+o) + m'ri Fu), 


| 


(1.) 


während zugleich die Gröfsen w, n, w', n' der Formel (23.) des v. $. ge- 
mäfs durch die Relation 
(2) won —nw — Zi? 
mit einander verbunden sind. Man kann dabei bemerken, dafs diese Glei- 
chungen bestehen bleiben, wenn 
0, —o0, nm, —n, mM, —ım 


' ' ' 


an die Stelle von u vo, nn n.m m 


treten. wie man sofort sieht, sobald man nur in der ersten u— 2w für u setzt, 
und eo)”: auf die andere Seite bringt. Man wird daher aus jeder 
Gleichung, welche eine Folge der vorstehenden (1, 2) ist, sofort eine neue 
ableiten können, indem man in ihr die angegebenen Substitutionen macht. 


Es werde jetzt 


n'u? nu” _ ziu 


0) wine 





mit z(%) 


bezeichnet, und 
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U +yl—m'o) | 
(4.) e Fu) = f(u) 





(5.) e F(u) = f'(w) 
gesetzt. Dann hat man für beliebige Werthe von p, y 
x(u+pw) —x(u) = 5 


J 
aa ar ıw' 
x(u-+ go) —x(u) = (ur), 


woraus weiter 


z(u4 po + g0) — (u +90) = x(u+ pw) —x(u) 4 ni, oder 
(7.) 
(u po-+go')— y(u+pw) — x(u-+gw') — x(u)- Li ET 
folgt. 


Die Gleichung (4.) läfst sich nun auch so schreiben: 





n'uw? 
R 7 tylu=m’o)—y(u) 
fe) = e"” Fu), 
und man hat daher, indem 
n"(u+2o) mu? a 
In! r% er n (u | ww). 
und nach (7.), wenn y—= — m’, 9=?2 genommen wird 


x(u— mw-+ 20) —x(u42w) — (u — mw) — y(u) — m'ni 
ist, in Folge von (1.) 
(8.) f(u -2w') u f(w) 


Ebenso, oder wenn man die vorhin angegebenen Substitutionen macht, wodurch 
sich x(#) in —x(u), f(w) in f’(w) und f’(w) in f(w) verwandelt, erhält man 


(9)  fu— 20) =f’(u), oder auch f(u+2w) —f’(w) 


Ferner folgt aus (4.), wenn man bemerkt, dais nach (7.) 


x(u — mw - mw’) —= x(u-+ mw')-+ x (u — mw’) — x (u) — —— su 
ist, und 


(10) mw — mw — w 
setzt, 
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“ ) Er ri+y(u+0) 





=e (u) 
(11.) mm . 0 
tm ri —y(u-+0) 
A * f(w) 
Der Gleichung (9.) gemäfs kann man nun f’(w) durch eine Reihe 
sie" 


L 


darstellen. Man hat aber nach (6.) 


vu 


0 
—(4U+0-- vw) 


7 


(12) zutotw) —zy(uto) — 


Folglich, wenn man 


yrı 0 
— (w+vw‘) 


A, = C,e* 
setzi. 


' ruN „iu w 2v@a) — y(u “)) 
13) fa) = z|C,e rnr zer, 


und daher (nach 11.) 


mm' 
47) ° n| 
(14) fie) = % ’ Z|0,erıteo+2W) 
In dieser Gleichung werde jetzt «+2w' für w gesetzt, und zugleich » — 1 


für v, was erlaubt ist, weil »—1 so gut als v jede ganze Zahl repräsentirt. 
so kommt mit Berücksichtigung von (8.) 





mm 


fu) —e’ DT 
y 


In dieser Reihe mufs aber jeder Coefficient mit dem gleichstelligen der vor- 
hergehenden übereinstimmen, weil sich, wenn dies nicht der Fall wäre, aus 


0 
ihr durch Multiplication mit e7+®) für f’(w) eine zweite Reihe von der Form 


yreui 


zide" 


ergeben würde, welche es nicht giebt. Daher mufs €, = Ü,_, sein, woraus 
folgt. dafs sämmtliche Coefficienten C', denselben Werth haben, der durch 


mm' y 
nal 





... 
bezeichnet werden möge. Somit erhält man. wenn zugleich statt f(w) wieder 
Fu) eingeführt wird. 
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N 0 
(15.) eg? Fu) — ten). 


oder, da 


(16.) (u o-vw)—y(u— mo) — = 





2v m ud 2v-+) 
: — (u — mw en w' 


ist. 





— “— mw —— W 


(17.) e”” Fu) = ge BR 





nu” 2v+ m ui 2v+m ) 


Da m eine ganze Zahl ist, so darf man in dieser Reihe (— v— m) 
statt » setzen; verbindet man dann die so sich ergebende Gleichung mit der 
vorstehenden, so kommt 


nu? w'n | 
m | 


un I en 
(18.) an F(u) = 0.210 2/ wi cos (2v -- m)\ 5 -R 





Aus diesen Gleichungen (15, 16, 17) erhält man nun sofort drei neue. in- 
dem man die oben angegebene Substitution w’' für ® u. s. w. macht, wobei 
zugleich (—v) für » geschrieben, und der Werth, den die Constante y als- 
dann annehmen mufs, mit g’ bezeichnet werde. 


2 x(u+mw!) : 
19) ee Fu) = g'. BB. ven 


n'u? 2y— m’ ‚Rü n' 


er ein 2° 
(20) e" Fu) = y' ‚je a 











3 
>. HF | 
(21.) F(u) = g'. Zje cos (2v m) 47 5 " 


Man sieht also, dafs die Function #'(w), bei dem vorausgesetzten analytischen 
Charakter derselben, durch die Gleichungen (1, 2) völlig bestimmt ist, bis auf 
eine Constante (g oder g’), welche ebenfalls vermittelst der vorstehenden 
Formeln gefunden wird, sobald man für irgend einen besondern Werth von 
u den von F'(w) kennt, vorausgesetzt, dafs der letztere nicht Null ist. Man 
kann dabei bemerken, dafs die Gleichungen (15, 17, 19, 20) auch dann noch 
eine strenge Folgerung aus den eben genannten bleiben, wenn auch unter »., 
‚n’ nicht mehr ganze Zahlen verstanden werden. 
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Da die erhaltenen Reihen für jeden Werth von = convergiren, so 
kann man schliefsen, dafs . wie auch der Modul A beschaffen sein möge, 
entweder eine reelle positive Gröfse sein mufs, oder eine imaginäre, deren 
reeller Theil positiv ist. Umgekehrt sind die Reihen stäts wirklich convergent, 
sobald man für w, w' beliebige Gröfsen annimmt, welche diese Bedingung er- 
füllen, abgesehen davon, ob sie in der oben angegebenen Form durch Ä und 
A’ ausgedrückt werden können oder nicht. Stellt man sich nun vor, man 
bestimme, indem man mit A irgend eine (complexe) Gröfse, deren reeller 
Theil positiv ist, bezeichnet, bei willkührlicher Annahme von w, 7 (wobei je- 
doch für & der Werth Null auszuschliefsen ist) ©, n' durch die Gleichungen 

; 
22) z=h -1=,,: 1=htz, 
und definire dann, za, m’, g ebenfalls beliebig annehmend (also auch die Vor- 
aussetzung, dafs m, m’ ganze Zahlen seien, fallen lassend) eine Function F'(«) 
durch die Gleichung (15.) oder (17.); so besitzt dieselbe den Charakter einer 
ganzen rationalen Function, und es läfst sich zeigen, dafs sie stäls auch die 
Gleichungen (1.) befriedigt, und dafs daher für sie auch die Gleichungen 
(19. 20.) gelten. 


Denn die Gleichung (17.) — und es ist ganz einerlei. ob man von 
dieser oder von Nr. (15.) ausgeht, indem jede von ihnen eine unmittelbare 
Folge der andern ist — zeigt, dafs man 

n(u+2w) Ze uni 


e = Fiu120) = e” Fu) 
hat, was die erste der genannten Gleichungen ist, indem jedes Glied der Reihe 
auf der Rechten, wenn man u-2w für u setzt, dieselbe Veränderung er- 
fährt, als wenn es mil e®+"* — e"””' multiplieirt wird. In der Reihe auf 
der Rechten der Gleichung (15.) aber darf man v—1 für v setzen, und 
wenn man dann u--2w' an die Stelle von % treten läfst, so sieht man, dafs 


n(u+2w°)? 


e 20 


2 


+ylu—=m’w+?2w‘) 
“u-+2w) — e” 


+y(u—m’o) 


F(u) 
ist. woraus, da man 
(u — m'w + Row!) — y(u— mo) = y(u- 2m) —y(u) — me 


ee Sn nu? n(u+2w')? n'(u+2w')? 
TA u 7 Prime 1 Sc 0 DE un = 











hat. 








EZ ne rn EM 
en en ann rg nn un en nn - 
Pe > " . — j mailen on . 
a an ah ar TEEN n Er 
ee, Be en a > 2 Bar\ 














u .. _ eh: = „ gi 
RE ee a 6 BT a a 
TE 2.620 in. 00 is a Se 
BL 5:2 2 Dr i a TE ER 2 
a RE 35 2er DE: .; £ 
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n'(u-+2w')? IR fi 
e “”" F(u+2w) = e’ F (u) 
folgt, was die zweite der Gleichungen (1) ist. Von denselben sind aber die 
unter (18—21) angegebenen eine Folge. 
Hätte man bei willkührlicher Annahme von w', n', ın, m’, y' die Grö- 
[sen 7, ® vermittelst der Formeln (22) bestimmt, und dann F'(w) durch die 
Gleichung (19) oder (20) definirt; so würde sich eben so ergeben. dafs 


für Fu) die Gleichungen (1) gelten, und somit auch (15, 17, 18). 


Betrachten wir jetzt insbesondere die Function, welche durch die Glei- 
chung (17% bei der Annahme 


zul, n—=0, Wh, "ni, n—=0, m—=0, gi 


definirt wird, welche die einfachste von allen ist, und nach dem Vorschlage 
Lejeune Dirichlet’s, weil sie von Jacobi in die Analysis eingeführt worden 
ist, die Jacobi’sche Function genannt, und dieser Benennung entsprechend 
durch 

Jc(u, h) 


bezeichnet werden möge; wo man dann 


(23.) Je(u, h) — ze hr 2vui) nn — run cos vun) 


v 


hat, und wenn die Gröfse A, die, wie bemerkt, stäts eine posilive reelle, oder 
eine imaginäre, deren reeller Theil positiv ist, sein mufs, im Verlaufe einer 
Untersuchung denselben Werth beibehält, kürzer auch blofs Je (u) schreiben 
kann. Die Gleichungen (1) gestalten sich dann folgendermafsen 


Jeiu+1,h) = Jc(u, h) 


24. 9, m; 
(24.) Jc(u--hi, Bis e Fur) gen, h) 
F ist jetzt nach (19), ind ee 
erner ist jetzt nach (19), indem x{ RR F IT 
Jc(u, h) BR aa 


wo die Constante g’, nach Jacobi, auf folgende Weise ermittelt wird. Es 
ist, wenn man sich jetzt unter « eine reelle Gröfse denkt, 


S Ic, h)du = zZ / e”"* cos2vun.du — 1 
V r Ü 


Daher mufs 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIl. Heft 4. 48 
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1 1 — Z(u4r)? 1 —- Z(u+v)? 
7=/ zte r u=x/fe . du 
I 0 ’ u " 
7ı 4-X 7U 
ıy+1 —— u2 ——u? 
— = / #79 uf e " du 


— 
3 


sein. Aber 


Te 
Er ———u? 
/ e’ du= yh, 


—& 


wo, wenn A reell ist, der positive Werth der Wurzel, und, wenn % imaginär, 


derjenige, dessen reeller Theil positiv ist, genommen werden mufs. Folglich 
hat man 


| — (ut n)?) 














(25.) yh.Je(u,h) = De ie 
Nach der Formel (15.) aber ist 
., 7L | u | 
— u? | —(u+vhi)? —hn(—+v 
(26.) of Jc(u, h) aa Re; je‘ au 2} hi 2 
Aber 
—hın Z+r)] 
S \ (- | 1 U 1 
wi; u 3 Fe Pate 1 Eh ea 
er b 0 JH %) 
Daher 
= N; 
a ra Br A 4 
) ef nn en —— ’ Rn bu 
(27.) Ji U, h) Yh Je(-, 7)— Je( y -) 
we. 
id 
’ 2 . = e@ 
(28.) Jeluw,h) — m; -Je(4 \ 7) 


in der Reihe (23) bleibt ferner das allgemeine Glied ungeändert, wenn man 


u- für %, und zugleich A-+x3 für A setzt, x aber eine ganze Zahl bedeutet. 


| 8 


Denn dadurch wird dasselbe nur mit e"+i _ 4 multiplicirt. Folglich 
hat man 


(29) Jewh) — Je(u+Zz, h+ ni), 
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! und erhält aus (27.) 
4 2 
Eu Ta 
(30) Jewh) = - Je( +7, 4,) 
; ? u. Yh ae m‘ ; e ‚ 
ee 
wenn A, = — +1 ist. 


h 


PR rn 


In den vorstehenden Formeln (23 — 30) sind die wichtigsten Eigenschaften 
der Jacob?schen Function ausgesprochen. Durch dieselbe lassen sich nun die 
obigen Reihen (15, 17, 19, 20) leicht ausdrücken. Man hat nämlich 


a we 














BE LE 9 uto 2 “ 

x\u TOT) TEICHE 2@' Zn; v) 

wirt wirt ut ? 

— ı(u+w- 2vw) — — > ( ar 4 v) e 

und daher 

| — y(u+o+20)| a utw N‘ 
(31.) ze | =— Vor Je( +4) 
(u+@+2»0') u [wi uto er 
| 32) je Pre ler. >) 





Nach (27) aber ist 


(33.) Ve e(,., ) we AR? (u, 2). 


und daher 

















2v+m ni tn | 
. —m 147 j e 
(34.) ze 2 au «) BE (u+0)— zlu—m'o) 5, (, ee) 
2Zv— m’ ai Sind 
 — u+mo' w 
(35.) >; £ 2 c+ + ) u (ut-mo!' u | (ut) Jc Er, | 





Hiernach geben die Gleichungen (15, 17, 19, 20) 


nu? 
(36.) e°® Fu) 


„ PR, 
BR 1 2 2a 








\ 


x(u+0) —y(u—m'o) ut o w 
9° Je( 2 °’ wi 
ai —x(u—m'o) (5 wi ) 


w' zu ’ 


48 * 





= 9y 


w 
s 
* 


” 
A 
ro 
RR 
ei 
DB 
wi 
= 
P 
= 
Eye 
BREN 
y 
Par 
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n'u? ’ ; 
! . . 
37) 2" Fu) — ge zutoltztutme) „(te ei 
172] [7] 


Wi 


— g' VE . 0 ‚zlut+mo') z, ae w' 


Aus der Vergleichung dieser Ausdrücke ergiebt sich noch, indem 


' 





ı(Uu- w) — (u — mw) —y(ut+mw) = —x(u)— —— ni 
ist, 
mm s 
‘ " ! ” 2 og wi 
(38.) g > — V = u; 


Das Ergebnifs der vorstehenden Untersuchung ist also, dafs sich jede Function. 
welche die im Anfange dieses $. angegebenen Eigenschaften besitzt, weiche 
Werthe auch die Gröfsen w, w', 7, n', m, m’ haben mögen, auf die Jacob?sche 
zurückführen läfst. 


$. 13. 
Schlufs der die elliptiischen Functionen betreffenden Entwicklungen. 
Die specielle Anwendung der entwickelten Formeln auf die Functionen 
Al(®) u. s. w. will ich hier nur kurz andeuten. Zuerst bemerke ich, dafs 
(m-A)n-+-m und (m’+1)n’+-m’ aus dem Grunde, weil weder m, n noch 
m’, n’ einen gemeinschaftlichen Theiler haben, beide ungerade Zahlen sind, 
und man daher 





mtn=m-+1 mnuU+ni=m-+1 
mm -m+n= nn +-m{n=1 
(1.) mn i m 2 n+1 u . n’+1 eh 
mm=m-+n-41 mm=m+n+1 
hat. Nimmt man daher 
2) (\m=m-+1 m’ = m’+1 I=1—m on 
In= n—1 "=n-+1 !"—1—m—n, 


wobei man jeder der Zahlen m, n, m’, n' einen der Werthe 0, 1 beilegen 
kann, und dann auch 2 sowohl als !’ entweder —= 0. oder —=1 erhält: so 
geben die Gleichungen (20) d. $. 11. 
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Al (u -- 2w) ums enlutw)tmni A] (u) Alu -r 2w') ei eu Fo) + m'nı Al ( u 
, [Aut zw = etemAlu), Alu + w'), = erutetrig] eg), 
Al (u 4+- 20), =— pi 2nlu+w)+ ti Al (U), Al’ u “ + 2w'), — eu Ho)-+n'nı Al (u), 


' Al(u+2w), = e’Wto)timi A] (u), Fa 20), == erte+t 
Es ist leicht nachzuweisen, dafs die Combinationen 
4 


"Allw\ 


! ' 


m, m n,n 


mit den folgenden 
1 1. 0 0, 0 


übereinstimmen müssen, abgesehen von der Aufeinanderfolge. Hiernach geben 
die Formeln (15, 17, 18, 19, 20, 21, 36. 37) d. v. $. unmittelbar die Aus- 
drücke von Al(u),. Aliw),, Al(w),,. Al(w),, sobald die Constanten g, g' für 
jede einzelne dieser Functionen bestimmt sind. Dies kann aber unter Andern 
für die 1ste, Ste und 4te dadurch geschehen, dafs man # — 0 selzi. indem 
die letztern dann den Werth 1 erhalten. 


Zur Abkürzung werde 


(4.) 





! nie BAT an Pole 
et (u+ pw’ — 40) zu 10) Je =IZ ,— = (u), 


eat ae tziehee) zefapei ge, 


2" w' 


3.) 


gesetzt, wo p, g beliebige Zahlen bedeuten, und man in Folge von (33) und 


(dd vw. $. 


ee (u) 





VER 



































’ (ei u) Lyi 
(6.) G(u),, ni oo 0 (%) /Q,Pp 
hat. Dann erhält man aus den Gleichungen (36, 37) nach dem eben Be- 
merkten 
nu? n'u? 
» 20 Br I u)m, m‘! 2o' / Se I (u)m«, m 
(6.) Al(u) = 0). Be) == 0. 
nu? n'u? 
20 N u)., n' 2! En Ik), n 
(7.) e’ Al(u), = 0. e” Al(u), = FÜ)... 
nu? n'u? 
lu)ır er" I (u)ı,: 
8. e?® Allu), — = 0 
(B.) Rn 90), 1 Al(u), = 9 (Or, 1 
Ferner hat man 
nu? 





e?® Alla), = gu), . 
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| und daher 


a)ı,: 
Bu me () 0 [— 
I 
In dieser Gleichung setze man 
u —= (n—1)w — (n' —1)w, 


so erhält man aus (42,43) nach einigen Reductionen 


zen —l) (i— m’) gg (O)m, m HO)n,n- 





sn ((n —1)w' — (n’ —1)w) — 
Abeı 
no — (n"—1)0 — (n—1)m—(a—1)m) K+Ln N —(n 1m) Kü, 
oder mit Berücksichtigung der Gleichung mn’ — nm’ —1, 


(n—1)0— ("—1)w = (?r—1)K-+2r'K', 


er: %ıt — ("41—n)m — (n+1—n)m 
(9.) \ f nt ! ' 
2 — (n+i—a)n -(n+Hi—n)n 
ist. und aus (40) sich ergiebt, dafs r, r’ ganze Zahlen sind. Daher hat man 
sn((n —1)w— (n"—1)w0) = sn(— K-+ KK -2r Kr) = (— 1)" 


Damit ist der Werth von g bestimmt, und man erhält 








nu? 
+ N 00, a), : 
\. Alla) = nam 90. 90)... 
(10.) n'u? 
erZ “ Nm Om 9la)ı,: 
| € Al(a), = R-DA-mIH Om, m GO). 
Die zweite dieser Gleichungen ergiebt sich aus der ersten vermittelst der Re- 
lation (6), wobei zu bemerken ist, dafs nach dem Obigen mm’ — 0, nn’ —0. 
EF==0 ie. 


Wenn p, q ganze Zahlen sind, so erhält man nach dem, was im vor- 
hergehenden $. in Betreff der Ableitung der Formeln (18, 21) aus den unter 
(17. 20) aufgestellten bemerkt ist 








ou). = Zle 0 + pt | 
(11.) _(_.1yjein 
(u), = = f Br cos(7 — (5; +5 7 
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Und hieraus 





ii 
a. SR 


/ | —- v’— 
u). = Z £ DM cos2r 
, 20 \ 











MEET Yencind | 
be Fear 
v u) \ 
(12.) | 
4’ — | 
- \ PRnEE . w 22 urt 
lu), = 2). " cos(2ı tDz 
'n 
“et | 
a) = z(-1Ye  sin(2v-4 y 
f __ a @iR 
ul, = Z \e Er 
a wo \ 
| _ in 
Hu = Eltron 
R (13.) | 
h ae 
Yu z ur | 
I (u), un ar cos (2v "., 
| N 4’ ’ u! 
Oa),ı = u sin (27 1) | 


Nimmt man o=K, w=;K’, so erhält man die von Jacobi in den Fun- 
damentis zur Darstellung von snw, enw, dnw gegebenen Reihen. 


Die in den Formeln (6, 7, 8, 10) vorkommenden Gröfsen (0), 
u. s. w. lassen sich bekanntlich durch Ak, 4%, K, K' ausdrücken; was aber 
für beliebige Werthe von m, n, m’, n’ einige Erörterungen nöthig macht, in 
die ich hier nicht eingehn kann. 


Hiermit breche ich die auf die elliptischen Functionen sich beziehenden 
Entwicklungen ab, die, obwohl die Resultate bekannt sind. hier einen Platz 
ä gefunden haben, weil die dabei befolgte Methode im Wesentlichen dieselbe 
| “ ist, welche im Folgenden auch bei den Abel’schen Functionen zur Anwendung 
kommen wird. 
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Ehe ich mich nun aber wieder zu diesen wende, darf ich nicht uner- 
wähnt lassen, dafs ursprünglich eine Bemerkung Abel’s*), in der er auf die 
in ($. S— 10) hergeleitete Darstellungsform der elliptischen Transcendenten 
hinweis't, es gewesen ist, die mich zu einer neuen Behandlung dieser Func- 
tionen in der vorgetragenen Weise veranlafste, und so auf den Weg führte, 
der mir auch in die Theorie der hyperelliptischen den Eingang eröffnete. 


( Fortsetzung folgt. ) 


*) 8. die Einleitung zu dessen Precis d’une theorie des fonctions elliptiques, Oeuvr. 
compl. Tom. I, pag. 234, sowie auch Lettre a Mr. Legendre, ib. Tom. II, pag. 259. 
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